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Avant-propos 


L'étudiant qui prépare son baccalauréat ou qui prépare un diplôme 
d'études supérieures est bien souvent arrêté en mathématiques par 
une définition mal comprise ou par une propriété mal assimilée. I 
pourra alors, sans se perdre dans la prolixité d'ouvrages plus 
importants, se plonger dans ce manuel qui a pour but de fixer des 
connaissances couvrant celles qu'on exige dans les baccalauréats 


scientifiques sans les figer dans le cadre d'un programme scolaire. 


Les définitions sont suivies d'exemples simples facilitant leur 
compréhension ; les propriétés sont rappelées en tenant compte des 
divers enchaînements, des commentaires accompagnent les principaux 
raisonnements utilisés en mathématiques. 


Un effort très particulier a été réalisé dans la disposition du texte 
et.un système a été mis au point pour que l'utilisation pratique de ce 
livre soit agréable et facile. Ce système est expliqué à la page 


suivante... 


e livre complémentaire pour les futurs Ou déjà 
un simple lexique, plus concis que les 
| devrait répondre à un besoin que j'ai 


Conçu comm 
bacheliers, plus complet qu 
ouvrages habituels, ce manue 

intes fois constate. - 

” | La sh aoti 
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tion par quelque procé 
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éme partielle 


# j } 
à il 7. Avr E 
dé que ce soit constitue VAR à E À 
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Principaux\signes utilisés 


> & pour les définitions fondamentales, 
A 
D. e 4 por pour les e a les définitions moins importantes 


k pour r les cas particuliers mportants ou pour les remarques 


B 57 = —— 
- pour les exemples” 
D — — 
D indique un commentaire jde l'auteur 


= a TE A & es. 
@ indique les points importants)d'un paragraphe 


CHAPITRE 1 x~ 


ei dhad 


NOTIONS FONDAMENTALES 7 —>-~ 


Les notions fondamentales se retrouvent en algèbre, en analyse, 
en géométrie,..., à la manière dont le sujet, le verbe et le 


complément se retrouvent dans les phrases d'un texte. 


Ces notions concernent plutôt la structure que le contenu. 


\ 


fo ENSEMBLES. SYMBOLES. ns; € 


O Ensembles, éléments d'un ensemble, réunion, intersection sont 


supposés fonnus du lecteur. 
e QÈ désigne Jensemble vide, qui n'a aucun élément. 


En?) ° U, symbole de réunion, se dit union ou aussi ou, dans le 


sens "soit l'un, soit l'autre, soit les deux à la-fois". 


5 ) n N, symbole d'intersection, se dit inter ou aussi et, dans | 


A 


le sens "les deux à la fois". 


ensembles sans élément commun. 


X OA. ‘Ensenbles disjoints : 
: ANB = 6 


e A et B sont disjoints lorsque 


à Parties d'un ensemble Ey 


partie de E est un sous-ensemble de E, ou encore un en- 


n] E e Une 
| ) semble constitué par des éléments de E. 


aiem e best une partie de E payconsentian (que! qu 


la partie pleine (quel que soi 


e soit E). 


e E est une partie de E : t E). 


à Ensemble des parties. 


e L'ensemble des parties de E se note P(E). 


e P(E) est constitué de toutes les parties de E, pet E compris. 
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Exemple. si E= {a,b,c}, on a : 


Pw) = |o, a}, fb}, {cl {a,b}, fase}, tbseh E} « axé PIE 
= 9m E 


+ Produit cartésien de 3 ensembles, de n ensembles. 
mn 


© Le produit cartésien A x B x C est l'ensemble constitué par 1 
les triplets (a, b,c) où a est pris dans À, b est pris dans B, 
$ i taire d'une partie À de E. ps c est pris dans C, chacun de toutes les manières possibles. 
e Le NI lémntaire de A dans E se note E - A, ou aussi Cey 


e E - A est constitué des é lēmente de E qui ne sont pas dans A. 


p ii R 4 = (re Ana A 


ymboles usuels. LE 
x mest élément de ...", "appartenant à ... 


ce symbole s'emploie entre un élément et un ensemble. 


ĝ De même pour A x A x A, qui se note aussi A°. 


K è Dans le cas de n ensembles, le produit cartésien est un en- 
Ja 
i semble constitué de n-uplets, d'une manière analogue. 


$ Cardinal d'un ensemble E: 


i e Le cardinal de E se note card E. ” 
e CC "est inclus dans ...", “est contenu dans ... À 


: è card E est le nombre d'éléments de E, il n'est utile que 
ce symbole s'emploie entre deux ensembles. S 


s'il est fini (non infini) en pratique. 


PFA NS 
prietés + card(AUB) card À + card B - card(AÎ8) à) 
- card(AxB) = card A x card B - 


+ card ÿ = 


" 


. V "quel que soit ...", "pour tout ..." 


ce symbole s'emploie en génêral devant un élément. 


— 1 — aee mm 


TE : . =— 
5 il existe au moins un ... 
ce symbole s'emploie en général devant un élément. 

— "implique ...", "entraîne ..." i 


2° - RELATIONS BINAIRES DANS UN ENSEMBLE E. 


i 
< "est logiquement équivalent à ..." 
E A x “ AE | 97) = + == E a *E z lä / 
A + Relation binaire. K C. cxe RTE i 


A Une relation binaire dans un ensemble E est une propriété ca- (i 


A y ractéristique que peuvent vérifier (ou non) les éléments de E xE. 
cv. Fe À il n'existe aucun ..." fl = 


CR 2 sinifie "n'est pas élément de ..." 


C On symbolise en général une relation binaire par À . 


x . Si E = {p, m, CR e,} désigne une famille où p repré- 


ensembles À et 8 7 7 
è Le produit cartésien de À et Bse aote AXB (on dit A croix B). 


sente le père, m la mère, e, et e, les enfants, et si À veut 
A e 1 28 est un ensemble. 


dire"est enfant de ...", on peut écrire : 


A . ep, e,m, e, p, e,m : car "c'est vrai" 
B a pour élénents tous "= couples fs b) tels Ris sh a 
n éléme 
nt pris dans A, et b un pu pris dans B, chacun 


Den les manières possibles, fx B= fle, S) Jé A pi LE Bi 


Rin et si B = {0, 3, 6}, on a : 


77 0,0),0,3), (1,6), € 
LES ), (4,0), (4,3), (4,6) 


. pe, ou aussi non(pÂ#e, ) : car est faux". 


2, + Graphe d'une relation binaire dans E. 
e Le graphe de À (relation binaire dans E) est l'ensemble des 
couples de E x E pour lesquels # est vérifiée. 
? 
Gy e aussi A?, il est constitué comme dans C- a -\6 SE E% %7 Mla N) s d ) 
0 dome A = (1,1), (1,4), 14,1) + | 


k 


v BA 
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ER t : 
SX Dans l'exemple précédent, le graphe e: PIRS D 


C On peut retenir / ORAT Ord, Réfl, Anti, Trans). 


FTUExemple Dans R > Ia relation Ÿ définie par 


à Propriétés possibles d'une relation binaire. 
a Ab signifie "a est inférieur ou égal à b" 


élément vérifie la relation avec n 
e Réflexivité : lorsque tout é 
lui-même. n 
« À réflexive lorsque aa ((vae E) X p 
0 Smétrie : lorsque À est vérifiée "dans les 2 sens". ~ 
DIAN ET 
. -$ auae lorsque afo <> bRa LT Cu RON 
re mi 


est une relation d'ordre ; on la note <. 


E) est Etal, ou aussi E est totalement ordonnée es 


Lorsque) pour tout bises (a, b) de z’, 1” ona: af o eu) bfa. 


> PET 


Ordre” partiel) De n même, l'ordre est partiel (ou aussi E est. 
s À etipdrion lorque ab et bRa a = mr Ps , 

rivité : : propriété ressemblant à la relation de Chasles. 
g A eate lorsque afo et be > aÀc 6- 5% 


+ Relation d'équivalence, Nr | ar» c 


À est une relation d'équivalence lorsqu'elle est à la fois 


partiellement _ordonné nné par R) lorsqu'ôn peut trouver au moins 
re A y 


un couple (a, b) de E? ne vérifiant pas Ÿ A 
EE | | 


(R, <) est totalement ordonné. | 


Lo 
` 


* : : . . 
-N » muni de la relation "a divise b" est par- 


tiellement ordonné ; “3 divise 7” n'est pas véri- 
ii symétrique, transitive. 


fié. 


; loue. …. SE 
FeR Dans ZA a PR yae par 


= afl signifie "a - b est multiple de“3" - + 
est une relation d'équivalence (chapitre 4, 5°). 


3° 


- APPLICATIONS. FONCTIONS. 


+ {Schéma d'une application f. |, 
ESS RE SRE RE CE - 
E ————— F 


N d a E: 


x —— f(x) 


m) Tout élément (X)doit avoir un correspondant f(x). 


È Schéma d'une fonction ES i = 


pren Ê f: 
er e n 


e f est le symbole (ou le nom) de l'application ou de la 


fonction. = 


e E est l'ensemble de dëparù, ou la source) ou l'ensemble- 


Ê—— y 


x —- f(x) a 


© Cet ensemble se note ou EJA, on l'appelle 
Sole quotient de l'ensemble E par la relation A. 


est ne 
un R d'ordre ste. | elle est à la fois 


i objet de f. 
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e Fest l'ensemble d'arrivée, 
ini ê t\de f (x 
=.>" e xest l'élément initial, ou l Variable, ou l'antécéden lent) ( # 


«Cou E 'image) de x par f, ou la a 


ou Lan ch Ce] ssl » “ 


e f(x) est le transformé 


leur de f au point x. % Fr -< Ya 
— 


(0) Graphe de £ (application ou fonction). 
è Le graphe de f se note Gg- 
Es 
e G, est l'ensemble des couples (x,y) de E x F tels que le 
2°) terne soit l'image par f du (Te terme. | E 
e G, = {(x,y)EE x F/y = f(x)}. 1 
G; = {(x,f(x))EE x F}. 


f 
Tm e- En abrégé : 
* Représentations graphiques. 7e 


* Lorsqu'on peut représenter E et F par des schémas, on peut 


représenter "concrètement" un graphe. 


mi SiE=F= R, on représente E par un axe gradué : l'axe des 
ZE abscisses ; de même, F par l'axe des ordonnées, les deux axes 


Se coupant en 0, point de graduation zéro de chacun des axes. 


a M prapti , 
a représentation graphique f est alors l'ensemble des 


Points M(x,y) tels que x soit une- valeur-portée- en-abscisse, 
mei | 
DT 


= f(x) la valeur correspondante portée en ordonnée 


J 
ý o Par abus, on dit qu'une telle représentation graphique de G 


est une représentation graphique de de f, et même une Goma 
| d'équation y = a). se 
EAO EECa). 


_4° COMPLEMENTS. 


£ 


aam =EMENTS SUR LES APPLICATIONSÍOU LES FONCTIONS. 


Ha Ç— —>F Wole E? (x 


tive drague, de 


ET f est we 
quels que soient g éléments ini- 


prati ue, 
q on pose f(x) = f(x'), on cherche les solutions ; 


$ est une injection, 
+ ans E, à savoir : 


l'on trouver 
e/une solution et une seuld, 


an 


ou le but, ou l' nea lezimage de f. <Æ 


FIX = s% EA 


définit une injection. 


+ Preuve succincte : f(x) = f(x') s'écrit 2x? = 2x'?, d'où 


x? — x'3 = 0, d'où (x-x')(x? +zxx' +x'2) = 0. Solution évi- 
dente x = x', ED il reste x? + xx' + x'? = 0, du second degré 
enx;A= =3x'?, la seule possibilité dans R est de prendre 


= 0, d'où x = 0, 


Z- = 0 (sinon A' <0), l'équation devient x? 


d'où x = x'. 


m} Graphiquement, on peut reconnaître une injection en menant 
des)parallèles ä(0x.) On doit trouver zéro ou un point d'in- 


tersection de ces droites et de la courbe. 


+ Surjectivité. a a n. Arda | PT PL 2 


e f est surjective lorsque l'ensemble de imageSet l' ensemble- 
APRES Re age 


image F (donné) coïncident, ou aussi |£(E =F. 


En pratique, on pose f(x) = y avec r hypothèse yEF, on 


cherche les solutions x ; f est une surjection lorsque l'on 


trouve [au moins une solution] dans E (donné). 
R——= Rì 
pmi 


x ———— f(x) = 4x 


définit une surjection. 


2 


+ Preuve succincte : f(x) =y s'écrit 4x? = y d'où x? 2% 
l'hypothèse est (ici) > Ù donc on a x = + ou x = = z 
ces solutions sont dans R. 
SA+ MX, Sun — 
No + 
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C craphiquement, on peut recon- 
naître une surjection en menant 
des parallèles à Ox qui coupent 
Oy dans la zone représentant F. 


On doit trouver au moins un 


point d'intersection avec la 


Ñ courbe. 


: ; R+ 
surjection sur 


K Cela ne dispense pas d'une non-surjection sur R 


> 
E preuve par le calcul. 

Ko peut restreindre une application f (non surjective) de ma- 
nière à définir une surjection, en modifiant convenablement 


l'ensemble d'arrivée F : on le remplace par f(E). 


~ 


p LD 
Ta + 80 Env ad TT, CS 
e f est bijective lorsqu'elle est injective et surjective) 


ne aussi : f est une bijection. 


ns 


Orp raies, on revient aux deux cas précédents. 


© 


(1 ion de 2 fonctions. | 
éra 


osition est une opération, symbolisée par o (on dit 


ty a PR 
LE Mob données, de schémas 


EE a a: Ce a Pal 


x —— g(x) dl 


Le f(x) 
f 3 
ut ge N égal à la Source de g (ou seulement inclus), 


ve C Je 


a > g par w notée gof, est "définie" par : 


E 
ms g[f(x)] 


ES — 
cJ Schéma gof =] Eg 
| AT 8of(x) = gif(x)] 


Gaa 


En pratique, on pose f(x) = y, on exprime g(y), puis on rem- 


place (dans l'expression obtenue) y par l'expression f(x). 


# — —— - pA 
R—R) Hik 


Soit f : et soitg : 


x —— f(x) = x? 


af l. D'une part, g(y) “HT d'où g[f(x)] = GE 


R——R 
d'où gof : i 
x ———— gof (x) ETT 
A 2. D'autre part, f(y) = y? d'où fig(x)] = T7 


R——R 
d'où fog: l 
on X———— fog(x) = 


xs +2x2+1 


K fog # gof en général (d'après les exemples précédents). 
+ Identité,’ (ou application identique). 
=Á 
e L'identité (relative à un ensemble E) se note Idg ou Id. 


© Id transforme chaque élément en lui-même. 


Schéma. ir: | is ai 7 
KX— Id(x) = x 


O Le graphe de Id est la diagonale de E?. JS 


O Une représentation graphique, en axes orthonormés, de la dia- 


gonale de R est la 1ère bissectrice des axes : droite d'é- 
quation y = 

 Féciproque d'une bijection: 

ee 
è Une bijection f étant donnée, la bijection réciproque se: 


note f`}. 


e f7? est la bijection qui, partant de l'image f(x), aboutit 


à l'antécédent, x, {+ F-E 


\ 
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z F— E 
HE 4 


Schémas f : 


grep = x — £7l(x) 


En pratique, (lorsque f est bijective) on pose f(x) = y, on 
. . | 

résout relativement à x ; on obtient l'expression x = f` (y) 
= : 

où l'on échange x et y, de manière à retrouver les notations 


\ 
f usuelles (x "au départ"). 


À Exemple. Soit la bijection f : 


+ f(x) =y s'écrit 1-x°=y, d'où x°=1-7y, d'où x = YI y. 
+ L'échange donne y = Ÿ1-x . 

RR 

x——— f'(x) = l -x. 


D Graphiquement (en axes orthonormés) les courbes d'équations 


R——— R 


x—— f(x) = 1 - x? 


+ La réciproque est f~? : 


Í 1 ZA 
y= f (x) et y = f(x) sont symétriques par rapport à la lère 
a 1e CEPPONSRENAY ere 


TRET 


i 
= Tdp: À fes PRE: r 


i 


JS. 
1 
E 4 
d 


-PE 


63e 5 
nsembles E, F, G étant donnés, une loi de composition est 


une aleari de EXFdansG Exp —>{ r- 
pe 


” Loi Ge compos 
position interne définie sur E : f: 
+ Application E x E E, CN 


ni dit aussi opération NESTES ‘dans E, ` Ba a 


isectrice des axes (conséquence de l'échange de x et y). ý 
À 
Re | 


Pa le 19 


11 


P Multiplication dans N: 
N < N— N 


(P, 4) ———— pq, 


loi interne, 


où pq est la somme de p entiers égaux à q. 
(Z:) Produit des vecteurs de R par les scalaires de R: 
R x R—— R 


aV — x, 


loi externe, 


où x est le vecteur obtenu en multipliant les composantes 
de v par le réel À. € rsa X Fr PT En p I), 
i 4 7 


SENON l 


‘Propriétés possibles associées à une loi interne. 
RS se a AR j a An 
Re 


O on symbolise l'opération par le signe x. 


E x E ——— E 


1 { 
O on aegea le schéma en (Œ, x) t) A an Er wt À 


(a, b)— axb 
Ce 7 yla,b)EE XE: axb€E. 1 


axk(bxc}),Y(a,b,c)€E*?. 


= b+a, V(a, b) EE?. 


acd 


À r PEA 
On appelle ainsi, lorsqu'il existe et est dans E, l'élément 
(désigné par e) qui vérifie 
Yac E) ` pour tout a de E : ate =e*a=a, 


. si e existe, il est unique. 
Siles 


& 3 
. s'il existe e tel qu'on ait seulement e xa =a (Va€E), on 


dit quee est neutre à gauche (dans l'autre cas, neutre ä droite). 


lorsqu "i1 existe Gest dans E, P élément a' qui vérifie 


axa' = a! kane 
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| à | "ps Ea Toed 
f e sia' existe, il est unique. t © ; T l. # est interne.. ARE Du SE 
z ' | i 
. s'il existea' tel qu'on ait seulement a * a = e, on dit À 2. * est associative. 

n su $ = 212 | 
que a' est symétrique à gauche de a (dans l'autre cas, symé W 3. un élément neutre existe dans (E, *), Og | 
trique à droite). | A 4. un symétrique existe pour tout élément, dans (E, x). | 

7 A can æ r ©. | 


f K [cas ueuets. 
H, aoee + Si l'opération est additive (signe +), le neutre est noté O 


g ou a le symétrique de a est dit opposé de a, on le note(s) 
PF Ar * Si l'opération est multiplicative (signe x, ou pas de signe) 


C e (E, #) est un groupe abélien lorsqu'il est un groupe 


avec * commutative. 
SCEA EVE, 


X si l'on sait "+ commutative", il suffit d'avoir un neutre à 


droite ou les symétriques à droite (par exemple our être 
med le neutre est noté i ou à le symétrique de a est dit inverse P ele 
"tv 


à ~t A 
- de a, on le notela /ou w « & = E 
E 


AN -associées à deux lois in ternes.’ 
yi “ 


T On symbolise les deux lois par les deux signes * et T. 


assuré qu'ils sont neutres ou symétriques "tout court", 


® Structures d'anneau, structures de corps. 
y E O 


O r s'agit d'un ensemble et de deux lois, soit (E, *, T) (l'or- X 


| 


‘dre des lois intervient). 
TT F1 


Distributivité de T par rapport à +.: lorsqu'on a pour tous 
- a, 


» b, c de E, i ir K 
G- l. aT(b*c) = (aTb)>(aTc) : 


D 2. (b#c)Ta = (bTa)+(cTa) 4 TEE © 


l'on a seulement la lère relation, on dit que T est dis 


JE 

R 

e à gauche (dans l'autre cas, à i À D 
w 


à droite). :. + 


+ ICE, *, T) est un anneau lorsque | [E , 


(E, x) est un groupe ahelien. pon carne mt T À 


. T est Gnternd et associative. 


i H e T est distributive par rapport à x. 


@ c, ž,T) est un anneau commutatif lorsqu'il est un anneau, 
avec T "aussi" commutative. 


ami 


GROUPES. ANNEAUX. CORPS, UN TN 


we (E, *, T) est un angeauunitaire lorsqu'ilest un anneau, 


oo On dè á à À . avec "aussi" un neutre dans (E,T). | 
considè 
y ie re une loi (interne) dans E, ou deux lois,..,, symbo- | | | ` ` n j / 
À Lel p $ T) est un corps lorsque A; 
9 MR et L'on abrège les schémas correspondants \ | More $ A 


T: en Œ, *), (E, T), (E, * D, dA jé | i . (E, x, T) est un anneau unitaire. — | 
i a3 | ii N .« Tout élément, sauf le neutre dans (E, x), possède un symé- 


lorsque la ou trique dans (E, T). 
espondantes possèdent certaines propriétés, | 


Structures d 8 groupe; 


O on ait ue 1' 
à q ensemble E a une certaine Structure, 
Le Se LT 


@ (£, +, T) estun corps commutatif lorsqu'il est un corps, 


| avec T "aussi" commutative. 
Le) Il s' agit d' A \ = —— 
‘un a (i une loi ; A 
i, soit (E, Be 
ne 1 ; e Ÿ e Pour (E,#,T), s'il existe le neutre dans (E, 4), on appelle 
rE M EEKE * cet élément le zéro, on le note 0 ou 0p 
2 ; -i A 2i 
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è De même, s'il existe le neutre dans (E, T), on appelle cet 

élément l'unité, on le note | ou lg 
Q iviseurs de zéro. 

e Dans (E, x, T) contenant le zéro 0g? 

si deux éléments (distincts ou égaux) vérifient 

\ 
boss a #0,, b # 0 et aTb = Ok 


on dit qu'ils sont diviseurs de zéro. 
e Dans (E, x, T), s'il y a des diviseurs de zéro, on dit que 
(E, *, T) n'est pas intègre. 

| e Un corps est nécessairement intègre, donc dans un corps ` 


(E, x, T) : aTb = 0—[a=0 ou b=0]. 


Eh, iron TmwT | 
n ae k DLLN 
_ [I Le mot morphisme est en réalité muni de certains préfixes assez 


LT e n ELTC—7?S FX EF 
significatifs (homo-, endo-, iso-, auto-,...). | T 
_Homomorphisme. 


* @ On considère une application f : | (E, x) (F, T) Pr 


_ { "i 7 ea Fa 7 


homomorphisme lorsque Jo re 
' 2 i Pha 
y(x, x') EE? : f(x*x') = f(x) T£(x') 


on 2 a. nt 
dans E - dans F … 


D on peut dire que f "transpose" la loi x de E en la loi TdeF. 


À Exemple, On prend (E, *) = 


des nombres de type sa 


+) et l'on considère l'ensemble F 


mt titi 


15 . 


«f est un homomorphisme. 
' 
« Preuve succincte : f(n+n') = 5" done f(n+n')= Sn" 


n 1 
or 5 = f(n), 5° = f(n'), donc Enta’) = f(n) x £la), 


“~ 


X{Endomorphisme : cas particulier d'homomorphisme, pour F = E, 


et éventupllement T et x identiques. 


LZ 
C Une même application £ peut être “plusieurs fois" homomor- 


phisme ou endomorphisme, s'il y a plusieurs opérations dans E 


(ED dans F. 


à /somorphisme. 
SE 


e On considère un homomorphisme f, relatif aux ensembles Eet F. 


'@e Si f est aussi une bijection, on l'appelle isomorphisme. 


x 


Automorphisme 


(mais pas nécessairement "* =T"). 


cas particulier d'isomorphisne, pour F =E, 


O Le plus souvent, on étudie des homomorphismes (ou des isomor- 
phismes) entre deux groupes, deux anneaux, etc... On doit 
alors faire correspondre les lois respectives "chacune à cha- 


rm 


cune". [E E N y e% 
| = '] < 


18° - ESPACES VECTORIELS. 
t 


o 


Un ensemble E peut être muni de deux lois, l'une interne de type 


additif et symbolisée par +, l'autre externe à l'aide d'un-corps. 
À eei S a aida do 


Le corps utilisé, désigné par K, est appelé corps des scalai- 
res ; en pratique il s'agit de R ou €, et l'on ne met aucun sym- 


bole pour la loi externe. 


& 
Les éléments de E sont désignés par u, v,..., on les nomme.vec- 

: / . à : À L 
teurs, les scalaires de K sont notés \,u,..., on évite ainsi les 


confusions, 
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À + 3 dr. cvs +. \ j 17 , sé à 
Í @ Définition. B a, NE , À | x “À 
1 aà 
| E est un espace vectoriel sur le corps K, ou un K-espace 0 


vectoriel lorsqu'on a défini deux lois ayant les propriétés 


o 


suivantes. 3i 


yq 
KxE —? 


2. La loi (externe) de produit par les scalaires A, © Ft 


vérifie pour tous vecteursÆt tous scalaires : 
Sy 


Le A(uu) = Ga où (Au) est un-produit-.dans K š 


Jo e A@+V) = (AU) + (V) (distributivité). 


+ + 

. @ (Au) + (lu) = QG +u)u où (À +u) est une somme dans K. 
Ne lü=ù où 1 est l'unité d 5 

4 unité dans K. 4% 
O L'élément nul de (E, +) est appelé vecteur nul, noté ò TA 


Fr K Exemples. On peut se reporter au chapitre 26. F + 


ESPACES AFFINES. 

D — a 

o Un ensemble E peut être muni d'une loi externe à l'aide d'un es- 
= pace vectoriel E (d'éléments ü,v, ) 


< (m) L'es i ilisé 
M } ; pm vectoriel utilisé est appelé espace vectoriel directeur 
e 


e » et: l'on note additivement la loi externe (symbole +). 
| D Les éléments de 
N PEERS 
© Définition. 
g t : 
" est un espace affine (d'espace vectoriel directeur E) 
' TS 
lorsqu'on a défini une loi externe CEA 


É sont désignés par M, P,Q,..., on les nomme points, 


de schéma : 
E x ë —— E 


(ü,M) — [M + 0 erfa m) 
\ + 
> 


\ A 
ne ee, 


+ 


l. La loi (interne) + fait de (E, +), un groupe abélien, m~ 7" 
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vérifiant pour tous points et tous vecteurs : 
> + + 
1. (M+u) +v=M+ (u+v) 


+ + 
ou (u+v) est une somme dans E. 
2. M + ô, = M. es 


3. k est l'unique vecteur vérifiant M + x = M, MEG 


Pour tout "bipoint (P, Q)"de 6, il spl un vecteur ù 


de E tel que Q = P + ù. 


/ y —2 
HS a = 


» 
I 
=r | 


Fa : Si P et Q sont fixés, ü est unique. 
fi 3 à 
i C Dans un espace affine É, on peut écrire Q = P + ü sous la 
i] dk imni S 
d forme Q=P=u, et convenir d'écrire la- P= PO.) 
Alors, on a : Q=P+uU<>P0= < = 


= £ 2 f —? 
ĝ Propriétés (pour tous points M, P,Q 
| 
pi 
i 


e P = M<>P =Q | 
e PÒ 


=" 
+ 


e A étant un point fixé, soit £ — = a 
| V U—A+u = M LS Le | 
| se ; å + . 
i e f est une bijection, à tout vecteur u correspond un point M | 
f > 
e et un seul tel que f(u) ouA + u=M. 


| e Cette bijection ‘ramène les vecteurs à la même origine A". 


O on peut considérer l'espace affine Š comme l'ensemble des 


0 extrémités des vecteurs de E, lorsque ces derniers sont "rap- 
D —_—_—_— 
s portés à la même origine A". 


JE e as agidres D6 23 3% 
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CHAPITRE 2 


TRIGONOMETRIE PRATIQUE 


-4°- REPERE TRIGONOMETRIQUE.. ANGLES 


4. Repère trigonométrique 
Ce repère est constitué par : 

@ Un repère orthonormé (0, 0À, 08) 

© Le cercle-unité (centre 0, 
rayon 1). 

(O) Deux axes Bx', Ay' déduits de 
0x, Oy pari les translations de 
vecteurs DA OÀ respectivement. 

O Une orientation : celle où le 
sens positif est "contraire | 


des aiguilles de montre" į ce . 
sens est dit direct. j 


* Remarques 
* L'unité est la même pour tous les axes. 
* Le périmètre du cercle-unité (cercle trigonométrique) estn) 
_ D Angles: il existe plusieurs no- z 
tions d'angles, ici l'on considère 
les intersections de 2 demi-plans, 
on les appelle angles de demi-axes. 
O Le schéma montre l'angle Ey 
des demi-axes Ox et Oz, 
0 l'ordre d'écriture des côtés, 


e PRE des demi-axes, in- 
tervient, 


iT EO 1 
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TS 
VA LA Aus , 
è Pour 0x, Oz, le côté initial ou côté origine est 0x, le côté 
Sore origine 


extrémité est Oz. 


e 0 est le sommet de l'angle. 


O Mesures d'un angle = 
- e On place l'angle étudié dans 
un repère trigonométrique, le 
côté origine sur 0x, le som- 
met en 0. 
e L'autre côté coupe le cer- 
cle en un seul point M. 


è On peut convenir d'aller de 


A à M dans le sens direct sur 


le cercle, alors la mesure de l'arc ÂM est une valeur a€ [0,27[,. 


aest. une mesure de l'angle (mesure "principale"). s 


e Ce même angle possède une infinité d'autres mesures, obtenues 
en allant de A à M (sur le cercle) dans un sens quelconque et 
en faisant autant de tours qu'on veut. 


e Ces mesures sont de type a + 27, a - 27, a + 47, a - 4n,.. 


+: ‘ensemble d esures + fa: ) . FAXK 
è La relation Ÿ% définie (dans R) par : 
a Ab signifie "a-b est multiple de 27" 
est une relation d'équivalence. 


è Pour a fixé, la classe de a est alors formée de tous les nom- 
bres b tels que b = a + 2km (keZ), on l'appelle classe de a 


modulo 27, c'est l'ensemble des mesures de l'angle étudié. 


-i 
4 On écrira "l'ensemble des mesures de OX, Oz est {a + 2km, kE Z }" 


sous la forme commode : ox, 02 = a + 2km 
ou aussi :! 0x, Oz = a (mod 27) 


O L'unité de mesure est le radian, tel qu'un tour direct sur le 
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A ) 
[4 $ Valeurs usuelles NES — 


rades aux radians par proportion o 
I1 suffit de retenir les valeurs des sinus et 
cosinus, car tan- 


eOn passe des degrés ou des & 


o 
nalité, ā l'aide des correspondances : T rad «—— 180—200 gr. 


O on retrouve 1es valeurs à l'aide de figures. 


-2° - LIGNES TRIGONOMETRIQUES. 


| gentes et cotangentes s'en déduisent immédiatement. 


LS 
O L'angle Ox, Oz est placé dans 
N le repère : 
PAY le demi-axe 0z coupe le cercle 
d (A) en M, 
f + à la droite Oz coupe l'axe Ay' 
en T et l'axe Bx' en T'. } y 
| į è Ofmod 27T) : sinO = 0 cpsð 
T TE 1 
| e- d : ==- LUS 
(mo 27) sing = cos 
5 T i T T _ 2 
; | À e z mod 27) : sinr= COST = 7 
F 1 \ La x] 
= PER 3 © Ei 
(0) cotg a = BT' (mesurée sur l'axe Bx') — 7. Ga. LC L | | K Autres valeurs | 
14 #5 | 
[0 ä-tout angle de mesure a + 2km (kEZ),/on associe donc 4 1i- | d e G-a) ta ' 


T š ` T 
cos(5-a)=sina sin(5-a)=cosa 
+ Relations fondamentales. í ! i 


sina á 

sina 4 e _ 

; et cotga = — ou Sa i (m-a) et a 
ga ; 


sina he 


gnes trigonométriques : cos a, = a, cotga. 


cosa + sina = 1, VER Ahal orina Pa e3 \ cos(m -a) =-cos a sin(tm-a)=sina | 
« T 
T T +a 
D Toute autre relation entre lignes E PNE NN de a dé- j e G+ a) et a F | 
coule des Précédentes, $ i a 


{ T , T 
. f cos(5+ta)=-sina sin(5+a)=cosa 
g Exemples e cos?a = — 1 =. olstgsa = Í è i o 
l + tga cos?a | 
2 í . : 
° sinĉa = 82 è l+cotg’a = l i @ De même (à l'aide de figures), on retrouve les relations 
l +tg a 7e? T 
i sinfa f a a-5) et a, s. f 
A ANCA ysis i pour (-a) et a, (mta) et a, (a 7) ; i 
- -I < 
ALT et =li < sina < +| 
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3° - EQUATIONS ET FONCTIONS. 


3 La fonction sinus est 
¢ ‘On retrouve les solutions à l'aide de 
RS 


j figures. 


l cosx = cosa (a donné) 


x = a (mod 27) 


27-périodique et impaire. 


solutions 
ou x = -a (mod 27) 


| sinx = sina (a donné) 


x = a (mod 27) 
solutions 
ou x = T-a(mod 27) 
: à La fonction tangente est 
Y l tgx = tga (a donné) T-périodique, impaire, non 
T 
définie pour x => (mod 7 
solutions x=a (mod) 1e pou 3 ( ) 


Les .deux classes modulo 271 constituant les solutions sont 
_ celles de a et de a+7, leur réunion est la classe de a 


modulo T, c'est-à-dire {a+kn, kE} 


MS 


e figures. Ces variations se répètent périodiquement, les fonc- 
tions trigonométriques sont périodiques. 


La fonction cotangente est 
T-périodique, impaire, non 


définie pour x =0 (mod T) 


ads met 
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* Remarque ; en base, orthonormée d, D), siv= (X,Y)et y'= (X',Y!), 


on sait que le produit scalaire (euclidien) est défini par : 


Triangles rectangles. he 
À i AVES RE EN, et la norme par : 


FA = veu = /x2+Y2 > TEA = /ų'-y' = /X'24y12 


ra 
e On a alors : vev' = [VII x vx cos & , v') 
A SR CUP 2 


O En plaçant le triangle ABC 


(rectangle en A) dans un re- 


père trigonométrique, on met 
Le théorème des projections s'exprime par : 


11 
t di ’ [za some, ve 
œsC EE: = 
7 _5° - FORMULES DIVERSES. 
na 


2 $ Sommes ou différences d'angles 
O 4 l'aide des triangles semblables ABC, PMC ou QCM, on trouve 1 es 


en évidence (par exemple) 
cos C=CP ou QM, et de même 
sin C=CQ ou PM (tous posi- 
tifs). 


O on retrouve la formule de cos(a-b) 


les relations trigonométriques des triangles rectangles : rs 
à l'aide du produit scalaire OM-OM' 


Sor (0) Un côté est le produit de l'hypoténuse par le sinus de l'angle 


j exprimé de_2 manières. sé 
opposé : c = a sinl. nain Cr 2e À 1 H F j = 
-e erge D -* k: Aa composantes : OM = a =| A oM' -( Ë 
| [Ce r (6) Un côté est le produit de l'hypoténuse par le cosinus de l'angle | 
——— — — —+ _ 
adjacent : c =a cos BE. DC CCR 0 d'où OM-0M' = cos a cosb + sina sinb. ai 
Tou E e C i 
sa a — 1 r — < 
poa o) De même : c=btgC c=bcotgB. b + normes et cos : ||OÑ]] = IIO] = 1 , OM,OM' = a-b ou b-a (mod 27) 
» = a + . 
4 Théorème des projections * | i à d'où OM'OM' = cos(a-b) = cos(b-a), d'où la formule suivante : 
ns x 4 


$ Formule ẹssentielle 
a a 


l cos(a-b) = cosa cosb + sina sinb 


0) En remplaçant b par -b, ou par T e on obtient : 


mn 


O on généralise la relation c =a cos B précédente, à l'aide des 
schémas suivants : 4 


-a 


| Ÿ I : 
NT i IS ne e 
J I cos(a +b) = cosa cosb'=<\sina sinb 
[i A n 
FA + | l l Q sin(a+b) = sina cosb + cos a sinb 
1 -$0 1 T i 1 | 
D 27 = f sin(a-b) = sina cosb - cosa sinb 
# . + z 0 ie xX } “a 
projecti à i + 4 
J on de V projection de V sin(a +b) bei . 
ĝ En partant de N ,etc..., on obtient : 


tga - tgb 


tga + teb 
l+tgatgb 


-b) = 
l-tgatgb CEE) 


! 
Théorème : | tga +b) = 


la mesure algébrique de la projection de Ÿ sur un 


axe 0x est é 5 + 
t feale au produit || V || xcos O, où © est une mesure 


de l'angle 0x VE 


F 


A E 
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e ou triple d'un angle 
édentes, on obtient : 


g $ Doubl 
rtaines formules précéd 


En posant b=a dans ce 
2. = sine 
cos 2a = cos”a sin‘a 
sin2a = 2sina cos a Pi 


_ 2 tga 


tg 2a = ten 


“eZ 
2 Š 
e On a aussi : cos 2a = 2cos a-l ou l-2sin a 
2 
é e facilement ; de même pour 
è cos 3a = cos(2a +a), on développ x nent ; ÿ; dep ré x s 


sin3a et tg3a. 


à a 

t — 

A (} ‘Formules en tg 7 
On pose t5 =t, après avoir changé a e 
de même avec sin 2a et-cos 2a, et il v 


formule de tg 2a, 


n $ (ou 2a en a) dans la 


ient : 


A 2t 
sina = 3 
mer 1+t ‘ 
P tg a = A 
1-t2 1 -t2 
cosa = 
1+t? 


$ Ssomes de sinus, etc... 
a 
calculant cos(a+b) + cos(a-b), on trouve 2cosa cosb ; le chan” 


gement de notations a+b = p, a-b = q donne cos p+cosq ; de 


même pour les autres formules. 


pese” cosg = 2 cos P+9 cos ES | ues pe Te 


cos p ~ cos aq putes sing LS ER \ 


| 
sinp + sinq = zsiga hopea al 


sinp ~- sinq = FES < 


F 
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4 Formules des triangles quelconques 
=ne I n 


Notations : Angles A, B, C ; côtés opposés a, b, c. 


Rayons de cercles : 


e circonscrit : R 
e inscrit : r 


e ex-inscrit dans 


À :r! 

Segments : issus d | ni 

egments : issus de À : atin 

hauteur h, médiane m, 

bissectrice £ 

Surface S, périmètre 2p ( = atbte) 
ea b? +c? -2bc cosA (et permutations circulaires des lettres) 
T D. =, 0. 5R 


Buts SE SE 

82 p-a Pp 
2bc A 
eL= Eh 067 


= vp(p-a)(p-b)(p-c) 


2? (théorème de la médiane) 


s Los Lane PC pr = (par 
On a aussi : S =>; ah TR pr (p-a)r 


A 
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CHAPITRE 3 


À Exemple : P(n) étant 1 +2 +---+n = nmn 


+ 


* 
démontrer P(n), vneN , par récurrence. 


MBREMENTS 1. PO) s'écrit 1 = IOND, elle est vérifiée. 
IN - DENO 


-1 
2. L'hypothèse P(n- 1) s'écrit : 1 + 2 +---+ (n-1) =e Da, 


i 


2 
y Pour en déduire P(n), ajoutons n aux deux membres, 
(n-1)n 
= A p d'où : 1 + 2 +...+ (n-1) + n = 22 4na. 
- N ET LES STRUCTURES. à 2 
(n-1)n _ n -n+2n $ n(n+i) 
3 + 0r, = +t n =", ce qui donne . 
@_IN est l'ensemble des entiers naturels. 2 2 . 
À oo J , R à i + Donc 1 + 2 +--+ n = au, on a déduit P(n). 
O on peut écrire N = {0,1,2,..., n,...} et on écrit N” pour 2 


* 
-o n n | 3. Par récurrence, la propriété est démontrée pour tout n de N a 
y désigner N privé de 0 . 
e (N, <) est totalement ordonné. 


{ 3° - INDICES. FACTORIELLES. 
© L'addition (ou la multiplication) ne donne pas de structure s ` J 


Ce intéressante dans N. 


O Les indices sont des "numéros" grâce auxquels on peut désigner 
A ' À 
1. classification usuelle dans N répartit les nombres en 


e Vo commodément les éléments d'un ensemble. 
; in. > » 


À Exemple : si E = luj,u,,u,,...,un}, on peut désigner un élément 
quelconque de E par LE 


+ On dit "u indice i". 


Propriété "générale" 


jé . 10 -< + On dit que les éléments de E sont indexés (ou indicés) 
épend he $ 
A pendant d'un d un entier (c'est-à-dire d'un | + On peut écrire E = tu, , l<i<n}, ou E= {u. DA 
pe n numéro d' ea peut être symbolisée par P(n). ' y sien 
re A na D En pratique, on utilise la notation indicielle pour "concentrer" 
nstration par récurrer { 
T. ee ce de P(n) se schématise en 3 points. 3j Eo une formule longue (ou possédant un nombre non précisé de termes). 
ou démontrer) P(1), ou P(0) suivant les cas. sn) Xe i 
' W, . 
[2 E l'hypothèse qui traduit P(n- 1), on D o ems i ey 
n dédu LT écri y 
QE ire P(n) (par une démonstration convenable). | y run secs È (u;) 2n Llu) 
CAE onclure : ar f D i=l 1 
? TEn P Fécurrence, la propriété est vraie, | EN Exemple des es 
précisant sinEN* ou si neN :...) ) FR bide Tai a 
pemn preo 0 = 
oint, on sous z j Ul x Ug Xe+ex Un s'écrit HN (u,), ou lu.) 
-entend la démarche logique suivante : gin i z 
Le point 2 € blit le" ?q R. 


Fhéorème" : P(n- 1) = P(n). p 


K Cas particulier : factorielles 
PCI) > P(2), ce qui 


in 
T (i), on l'écrit n! 
i=l 


; 1x2 x..xn s'écrirait 
POLE PL), puis P(4),... 
ke 
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1 agy Bree de À eds SUN 
e On calcule : 


D convention : 0! =1 


| ' 4° - DENOMBREMENTS. 


O Dénombrer signifie compter: 


" à créé 
er “un par un , on a 
+ O 11 n'est pas toujours commode de compt p 


E m se combinatoire, dont les 
la “science des dénombrements ou analy: 


e résultats élémentaires sont les suivants. 


4 Nombre d'applications possibles de 
- dans F. 


Si card E =n et card F= p ` 
N - 
o [il ya B applications E —> F. 
re uve succincte : soit un élément de E, 


ý on peut l'appliquer sur un élément de F 


de p manières : ceci est vrai pour 
NL que élément de E, le nombre cherché 
n 
est doncpxp x..°x p= p . 
la D 


n termes 


Ÿ Nombre de bijections possibles de E sur lui-même ` 


D Effectuer une bijection de E sur E 


revient à permuter ses 
E peale eaa 
_ élêm 


éléments, ou à changer l'ordre des éléments, 
EE ere 
D: card E = 


L 
et 


a compter le nombre de manières de le faire, 
Dans ce cas, tout revient à compter les “numérotages'' pos- 


QU den éléments de E, où encore les permutations de E. 


e nonbre de permutations des n éléments de E, (ou le nom- 


ections de E sur E) se note P 


n, tout revient à appliquer {1, 2, 3,..., n} sur E, 
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Preuve succincte : le N° 1 peut être attribué de n manières ä 
un élément de E. Lorsqu'il est attribué, il reste (n- 1) é16- 
ments à numéroter, donc (n- 1) manières d'attribuer le N° 2, 
Déjä on a nx (n- 1) manières d'attribuer les N°° 1, 2. En 
continuant on obtient nx(n- 1) x---x 2 x] manières 
dire Pa =n! 


$ Nombre d'injections possibles de i F2 p} dans E. 


O on suppose : card E =n et p< 


> C'est-ã- 


O Une injection de {1,2,...,p} dans E s'appelle aussi un arran- 
gement de p éléments "pris parmi les n". 
@ Le nombre d'arrangements de p éléments pris pami n, (ou le 
nombre d'injections correspondantes) se note AP. 


p 2 nt 
(n-p)! 


Preuve succincte : on commence comme pour Pa » mais on doit 
<< 


s'arrêter lorsque le N° p est attribué : ce Phe pouvait être 


ce, 
attribué à n - (p-1) éléments, puisqu'on avait attribué les 


(P-1) premiers numèros ; on obtient nx (n-1) x...x [n-(p-1)], 


ou encore nx (n- 
n! 


(npt 


* Remarque : après un arrangement 


se Tr 
1) x+..x (n-p+l) manières ; cela peut s'écrire 


> les p éléments utilisés ont 


un N° d'ordre, ils constituent un sous-ensemble ordonné de E, 


mais on peut retrouver ces mêmes éléments dans un autre ordre, 
après un nouvel arrangement : on dit que l'ordre intervient. 

S SERRE 
® Nombre de parties à p éléments d'un ensemble E. 


On suppose : card E=n et psn 


Une partie de E (constituée de P éléments de E) s'obtient par 


une combinaison de p éléments “pris parmi n". 
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e Le nombre de combinaisons de p éléments pris parmi n, (ou 


re de parties à p éléments) se note cP et parfois (P). 
p 


Dee ne mu 
E pl -p)! 


Preuve succincte : après tous les arrangements possibles de 
Preuve succincte 

"p parmi n", on disposerait de al sous-ensembles ordonnés, 
Mais parmi eux, on retrouve p! sous-ensembles ayant les mêmes 


le nomb 


éléments, seul l'ordre-n'en est pas-le-même -(ces-p!-sous- 


ensembles ordonnés résultent des,permutations de la partie 


= 1, d'où le résultat. 


correspondante) on a donc cP T? 


K Remarque : pour les combinaisons, on dit que 


l'ordre n'intervient pas. 


C Le lecteur est invité ā se méfier de. la locution courante des 
turfistes “combinaison gagnante". 
e Si elle est "dans l'ordre", il s'agit d'un arrangement, 
+ Si elle est "dans le désordre", il s'agit de certains ar- 
rangements, 


e i ' s . . ags . . 
En aucun cas il ne s'agit des combinaisons définies ci-dessus. 


- O Exemples. 
1. Dan a: š m 
S une course où il y a 7 partants et où tous arrivent sé- 


parement, on peut prévoir le nombre de listes d'arrivée pos- 
sibles des 7 partants, 


il s'agit de P= 71 soit 5040 


2. Dans les mê P 
: mêmes co ' _— 
nditions qu'en 1, on peut prévoir le nombre 


de "tiercé ' 
A s dans l'ordre" possibles (listes ordonnées des 3 
premiers arrivés), 


il s'agit 3 1! 
git de A; AN ME) x 6 x 7, soit 210. 


3. En admetta 1 
nt mainte iz n 
nant qu'il peut y avoir 3 ex-aequo pour la 


première place, o PA 
» On peut prévoir le nombre des "paquets de 3 ex- 


aequo" i i 
q possibles (3 pris parmi 7, sans ordre), 


il s'agit de co! $ 
7 3147» soit 35. 
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i | = 6 tiercés qui 
: dans l'exemple 2, il y aura 3 


Commentaire : “dans le 


"jans l'ordre" et 5 


"rapporteront", dont | rapporte 


désordre". 


5°:- AUTRES FORMULES. BINOME DE NEWTON. 


Ô Nombre total de parties de E. 


Q Egalités pour les combinaisons. 


O on suppose : 


Preuves succinctes 


: card E = n- 


e Le nombre de parties de E (d et E compris) est 


Leard P(E) = J> ] 
e D'où : c? + ci +e..+ E taaah co = 21, 
Preuves succinctes : 
e On peut dénombrer les parties en cherchant, pour chaque élé- 
ment, s'il est ou non dans une partie : cela revient à appli- 
quer E dans F = {oui, non} ; or card F = 2, dont il y a a° 
parties. 
. On peut dire qu'il y a a partie à 0 élément, ci parties ā 


l élément, et ainsi de suite (jusqu'à la partie n éléments : 


d'où la 


à 
n 
n° 


E), d'où le nombre des parties : ca + c> +-.-+ C 


2ēme formule. 


P = 0P =t j 

P =c cP-= oP P 

n n n es + Cami 

on peut ëvidemment faire les calculs, ou 
bien : 

l. On peut considérer que chaque partie à p éléments (pris 


parmi n) correspond à la partie complémentaire (n-p élé- 


ments restants) il y a autant des unes que des autres 
oP = co ? 
n n ` 
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La 


e Si n= 2k + I (n impair) K ù 
Fab pien = (a ET té -a +ess+ b7“) 


"1 


— 


-1 ; 
{ y en a donc c2), ou celles qui ne contiennent pas a (il 


ns RE P : = L ENA 
2. On peut distinguer, dans les Ca parties à p éléments, 


celles qui contiennent un certain élément fixé noté a (ia 
Dans le dernier facteur, alternance des signes, finir par +. 


: si a et b sont réels, il n'existe aucune formule 


* Remarque : 
k , p2£ (i1 n'en est pas de même dans C). Å 


y en a donc CE ah d'où la seconde formule. 


générale relative à a? 


4 For ule du binôme. 
@ si l'on change a en x, et b en 1 (depuis la formule du binôme 


O on dit aussi : formule de Newton, binôme de Newton. 


È x 
sine , et pour tous nombres a, b (réels ou complexes) 


1 mr 


on obtient des formules pour 


jusqu'ici), 
2k ` 
x r l et 


(x+1)7, (x-1)”, puis x” - 1, enfin gr 


+ 


(a+b)™ = ca” + cla 


s b ++ cPa™ PhP Loc cp? 
n n $ 


. n a à 
ncte : (a+b) est constitué de n facteurs égaux 


à n n-p, P 3 À 
(a+b), le term a ‘b° apparaît autant de fois qu'il y a 


= 
vhangeant = 
2 b en -b, c'est-à-dire en (-1)b, il vient : 


Lol ni 
nê Dtes-+(-1)PCPaR PhP4.41) "cP" 
PoE; 


1 2 
ta p terag PRE posag bi) 


en ef 
e fectuant le second membre, 


ant b en -b, on Ş ; 
doit disti 
= 2k (n pair) istinguer selon la parité de n 


2 
ER = (a +b) (a257: _ ,2k-2 


b Fasos p emy 


l dernier f 
acte 
K ur, alternance des signes, finir par =. 


` 
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F CHAPITRE 4 


Z - DIVISEURS. MULTIPLES 
CONGRUENCES. NUMERATION 


-Z ET LES STRUCTURES. 


$ Z est l'ensemble des entiers relatifs. 


O on peut écrire Z = (rsssnssces2, 1,0, Le he 
e Z, <) est totalement ordonné. 
e Ñ estune partie de Z, NcZ. 


e Z, +) estun groupe abélien. 
0 Z, x) n'est pas un groupe. 


. + Z, +,x) est un anneau commutatif unitaire. 


o On dit : l'anneau Ž au lieu de Z, +, x). 
Er 


= mata 


DIENNE. 


Oo 
bc. n ne peut pas définir de division par 0, il est entendu dans 


tout 
le chapitre que les diviseurs sont non nuls. 


n ; la division euclidienne (dans Z) de a par b, est, 
tion g = consiste à 


trouver q et r tels que : 


a =bq+r et 0£<r< jb] 


o Il est 
PE) entendu qu'on a : * 
é EZ, reN. «€Z, beZ (b #0), et l'on doit avoir : 


o a . 
H aest le divi 
Re + lividende hrs 
je di M » ble diviseur 


2 g le quotient, 


r le reste, 
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Q éopriétés) 


e Lorsque (a, b) est donné, (q, r) est unique. 
d'un nombre n par un produit (abc... 
puis diviser le quotient obtenu 


' =. 
e Le quotient ) peut s'ob 


tenir ainsi : diviser n par ā, 
par b, etc... 

Le dernier quotient est le quotient cherché, (le dernier reste 
n'est pas le reste cherché, en général). 


inition : a est divisible par b lorsque a = bq 


¢ Dét 
O a = bq signifie : la division de a par b donne un reste nul. 


O On dit indifféremment : a divisible par b, a multiple de b, 


b divise a, b diviseur de a. 


e Si un nombre divise chaque terme d'une somme, il divise la 
somme. 

e Si un nombre divise a, il divise tout multiple de a. 

e Un nombre est divisible par 2 si et seulement si son écriture 
décimale se termine par 0, 2,4, 6ou 8 (on dit qu'ilest pair). 
e Un nombre est divisible par 3 si et seulement si la somme 
des chiffres (de son écriture décimale) est divisible par 3. 

e Un nombre est divisible par 5 si et seulement si son écri- 


ture décimale se termine par 0 ou 5. 


CO Notation pZ : l'ensemble des multiples de p où p est fixé 
(p #0), s'exprime par | kp, kez! et se. note pŽ. 


* pZet les structures : 
e (pZ, +) est un sous-groupe (abëälien) de (Z, s). 
e (pZ, Ey x) est un sous-anneau (commutatif) de l'anneau Z. 


e Tout sous-groupe ou sous-anneau de Z est de type pZ. 
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3°-N OMB RES PREMIERS. 
y nt des éléments de N, dans ce 3°, pour ne 


O On considère seuleme 
ignes + ou ~. 


pas subir la gêne de si 

> d 

+ éfinition : n entier naturel est premier, lorsque ; 
p>2 et les seuls diviseurs de p sont l et p. 


0i Th héorèmes | 
@ Sin>2 est non premier, il est multiple de- 
re Preuve succincte : n non premier, donc n possède un diviseur 


autre que l et n, soit p, et on a : n = pq. On peut toujours 


nombres premiers. 


supposer que p est le plus petit diviseur autre que | et n, il 
est premier. Car si p non premier, p possède un diviseur qui 
Çi 2 : 0 - - . . R .' 

ESS ni l, ni p, ce diviseur diviserait n et serait plus pe- 
que p : contradiction. 


ble des” nombres premiers est infini. 
Preuv — acte : si cet ensemble était fini, soient 2, 3,5,+,p 
léments, où p serait le plus grand et dernier. 


e nombre n = a 
Dialek x5% xp) + 1, ou bien est premier, ou 


“bien est divi 
n sible par un premier qui ne peut pas être 2, ni3, 


A A r 
ni 5, etc... 
4 -.. ni p (le reste de la division est toujours l). 


_ Dans tous les cas 
» il existe donc un 
premier lus rand ue 
contradiction. P 8 que p : 


deux méthodes 


LP Premier <> p divise (p-1)!+] 

orè b } 

A Tg pen pratique dès que p est "un peu grand" 
: ne ; 

P, on M “ch le plus grand entier X tel 
, essaie les divisio 


ns de i 
5, etes., p par les nombres pre 


us 
jusqu'à celui x" qui est immédiatement 


Re aucu 
n reste n'est nul, p est premier. 
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K Exemple : 79 est premier. 
e Le théorème de Wilson est impraticable. 


. x? < 79 =X < 9, ici X' = 7, aucune division (par 2, 3,5, 7) 


ne "tombe juste". 


Autres théorèmes 


@ Théorème de Fermat : si p premier ne divise pas a, 


alors p divise aP™! 1. 


@ Si p premier divise un produit, p divise au moins un facteur. 
Es EL —— — 
@ L'ensemble des diviseurs d'un nombre est unique. 


@ Le cardinal de cet ensemble, ou le nombre de diviseurs d'un 
nombre n (1 et n compris) se calcule d'après la décomposition 


: a, az qk 
en facteurs premiers : n=p, Xp, * ++ x Pko 


l Le nombre de diviseurs est (a, + 1) (œ, +1)... Co, + 1) | 


K Exemple : n = 540 se décompose en n = 22 x 33 x 5. 
e n possède autant de diviseurs qu'il y a de termes dans le 
développement de (2°+21+22)(3° +3! +3? +3?) (5° +5!) soit 
(2+1)(3+1)(1 +1); soit 24 '(l et 540 compris). 


-'PGCD ET NOTIONS ASSOCIEES. 


® Plus grand commun diviseur. 


O Soient les entiers As ds «es a + Le plus grand des diviseurs 


communs à ces nombres est noté pgcd(a , a ,...,a ), il est au 
12 n 


moins égal à 1 (donc positif). 


@ Définition : pgcd (a, paot’ 8 D = d, lorsque 


l d divise chaque a; et d est le plus grand possible | 


À Lorsque d = 1, on dit que les nombres sont premiers entre eux 
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[g Lorsque d = 1 et que chaque pacd(a;, a;) est l, on dit que lea 


nombres sont premiers entre EUX deux à deux 

x Des nombres premiers entre eux deux à deux sont premiers entre 
eux, la réciproque n'est pas vraie. 

À Exemples : 
+ 14, 25, 39 sont premiers entre eux deux à deux, donc premiers 


entre eux. 


+ 30, 18, 25 sont premiers entre eux, mais non deux à deux. 


O si pgcd(a, b)= 1, on dit aussi : a est premier avec b (ou b 


premier avec a). 


ication pgcd : l 


© Cette application est une Tol interne sur Z, commutative, 
associative. 


Zez — Z (où N. 


Ca, b)— pgcd (a, b) 


a Li : Ds 
ur associativité permet de se borner au pcgd de 2 nombres, en 


pratique pour 2 nombres positifs. 


deux méthodes (a et b positifs). 
niers comuns, d' 


après l'exemple sui : 
825 = 3 TTA A p ivant 


2625 = 3 x 53 x7, 


Ne pas oublier que | est sous-entendu 


2. Algorithme a' ‘Euclide 


le pgecd est 3 x 52 = 75. 


dans les décompositions. 


on divise a par b, 


o PTT p 


e Si pecd(a, b) 
= d, néce 
a c'est-à-dire bq + FRERE d'm pgcd (b, r) car d divise 


r, d di 
_diviseur Commun à b et y lvise bq donc d divise r, d est donc 


enr 
> s pa mice Pour b et r 
Ssairement d = P&cd(r, r'); 
i L 
fs décroissent ; : 


ESE Egi yop, 0<r'<r, et né- 
En continuant les restes succes- 


pecd(a, 
b) est Je dernier reste non nul, 
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e pecd(825, 2625) = 75 se retrouve ainsi très rapidement, 
2625 = 825 x 3 + 150, 825 = 150 x 5 + 75, 150 = 75 x 2 + O, 


d'où le dernier reste non nul ; 75. 
K Remarques 
e pgcd(ka, kb) = k x pacd(a, b). 


° pecd(®, b) = pecd(a, b) (lorsque k divise a et b). 


e pgcd(ĝ, b) = 1 (si d est le pgcd de a et b). 


e les quotients de n nombres par leur pgcd sont premiers 


entre eux. 
- PPCM ET THEOREMES DIVERS. 


$ Plus petit commun multiple, 
O Soient les entiers non nuls apap es à > le plus petit desmul- 


tiples positifs communs à ces nombres est noté ppcm(a,,a,,--- 4 )- 


@ Définition : ppen(a, » 2,» +++) a) = m, lorsque 


m est multiple de chaque a; et 


m est le plus petit positif possible. 
Z* x Z*— Z* (ou N°) 


(a, b) —— ppcm(a,b) 


* Application ppcm : 


# . 
© Cette application est une loi interne sur Z , commutative, 


associative. 


O L'associativité permet de se borner au ppem de 2 nombres, en 


pratique pour 2 nombres positifs. 


6 Trouver ppem (a. B)? 


e Dans les décompositions en facteurs premiers de a et b, on 
prend chacun des facteurs premiers, avec le plus grand exposant 


écrit. 
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3 
3x 52x11, 2625 =3%X5 x 7, le ppem est 


À Exemple : 825 = l 
d'où ppem(825, 2625) = 28875. 


3% S aT RE, 


K Remarque : comme pour pgcd, on a : b) __ppen(a, b) 
= ME “HS Si 


a 
ppen(ka, kb) = k * ppem(a,b) et ppen(s, r 
¢ Cinq théorèmes. 
m m 
@ Si ppcm(a, b) =m, Tet sont premiers entre eux, ou pecd(®, 5) = 1. 


@ Le produit de a et b (positifs) est égal à celui de leurs ppcm 
et pgcd. l ab =md 


@ Théorème de Bézout 


a et b premiers entre eux, ou pgcd (a,b) = 1, si et seulement si 4 
| l'on peut trouver u et v dans Z, tels que ua + vb = 1. | 
Preuve succincte et recherche de u et v. Ear 

F a 
1. Si l'on a u et v tels que ua + vb = 1, tout diviseur commun 


de a et b divise a donc (ua), divise b donc (vb), divise la 
à: á A 


- somme donc divise 1 : seul ] convient, d'où pgcd(a, b)= 1. 


2. Si pgcd(a, b)= | (a et b positifs), supposons a > b, la di- 
vision de a par b devient : a - bq = r avec r # 0. Si r=], 
a c'est terminé, puisque la + (-q)b = 1. Sinon, r >2 et r<b, 
on diviseb parr :b=rq'+r', onvoit quer' =0 est impossible, | 
=rq', d'oüa srq'q+r, pgcd(a, b) = r >2). 
ne Re terminé, puisque a - bq = r et b - rq' =l, 
nt r : (-q')a + (1 +qq')b = 1. 


(on aurait b 


Sir'= ia 


= -~ Sinon, r' >» 2 : 
>, ? 2 et on continue les divisions successives, cela 


se termi P s 
ne car les restes décroissent, on en déduit u et v. 


$ Le 
couple (u, v) n'est Pas unique, 


U=u+ kb 2 
et V=y- ka conviennent aussi (vkeZ). 


. alors a divise c. 
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Preuve succincte : a premier avec b signifie, par le théorème 
, Preuve succincte 


de Bézout, l'existence de u et v tels que ua + vb = | ; a di- 
vise bc signifie l'existence de q tel que bc = aq ; on écrit 
calc = (ua +vb)c =a(uc) +v(bc), d'oùc =a(uc) +v(aq) =a(uc +vq), 


d'où c multiple de a. 


i www D 
Soient les nombres b? b,» sb, 


Si a est premier avec chaque bi, alors a est premier avec 
leur produit 


Preuve succincte : pour n = 2, on applique le théorème de 
Bezout, d'où uja + vb, = | et u,a + v,b, = l, le produit mem- 
bre ä membre donne : (u,u,a+ uiv,b, tu, v,b,)a + (v;v,)(b,b;,)= 1, 
de type Ua + V.b,b, = l ; a est premier avec bbz- 


e Le lecteur achëvera la récurrence, les calculs sont semblables. 


6° - CONGRUENCES MODULO p. ENSEMBLES Z/pZ. 
A 


O pans Z, les multiples d'un entier p fixé (p>2) forment une 


partie de Z dont les éléments (ordonnés) "vont de p en p", 
comme on le voit d'après les tables de multiplication, ce qui 


conduit aux notions suivantes. 


Définition © l'entier p étant fixé, p > 2, 


la congruence modulo p est la relation d'équivalence Ÿ définie 


dans Z par : afb signifie "a - b est multiple de p". 


O Notation : ab se note sous la forme a = b (mod p) 


et l'on dit : a et b sont congrus modulo p. 


* Exemple pour p = 2 : deux nombres pairs sont congrus (mod 2) 


puisque leur différence est paire (ou multiple de 2). 


De même pour deux nombres impairs (différence paire). 


(m| Supposons a = b (mod p), divisons a et b par p, on obtient : 


ueramen 
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F a = pq; + r}, b = pq2 + Ts d'où à~ b Ery - ro (modp). 
Donc a congru à b (mod p) signifie rı = r2. 


O La classe d'équivalence de a (mod p), d'après le chapitre 1, 
est (ici) l'ensemble des nombres tels que b : ces nombres ont 


á 1 Less 
le même reste que a, lorsqu'on les divise par p. 


O on trouve donc p classes (d'équivalence mod p), qui sont : 


l. La classe "à reste nul", ou l'ensemble des multiples de P, 
on la note Ò : 0 = a a a E T E A 
On écrit, plus simplement : à = fep, keZ}. 

Rappel : p est fixé. 


LES 


2. La classe "à reste 1", ensemble des "multiples de p augmen- 


tés de 1", on la note | : Ì = ikp +1, keZ? 
3. De même, les classes 2, -.., la dernière est en, puisque 
les restes des divisions par p vérifient 0< r< P.,= l. 
@ L'ensemble des classes (mod p), d'après le PM l, est 
l'ensemble quotient ZIR, noté dans ce cas Zh. 


ZhZ =$ô,i 


Exemple : ZAZ = {ô, i}, Gei p=2), 


ganan . 
s... pi | (entiers modulo p). 


f . 
est l'ensemble des nombres pairs, 0 = f 2k, keZ}? 


est l'ensemble des impairs, ~“ EES kti keZ} “4 
td 


X Les classes Ô, j : 
nn. del à l sont des sous-ensembles de Z, dis- 
EL ints deux à deux, de réunion Z 


OP on di 1: - 
artition de Z À it qu'ils forment une 


érations dans Zil 


Addition définie par 
abi 
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0 Muni de ces deux opérations (dans l'ordre 1-2) 
eZ est un anneau commutatif unitaire | 
et c'est un corps commutatif si p est premier. 


e L'élément nul est Ô, l'unité est Í. 


Dre Exemples : on se borne à donner les tables d'addition et de 


multiplication. 


1. p = 3, Z/3Ž = {6, i, 2} 


Ayant confectionné ces tables, on vérifie "corps cormutatif". 


Z: p = 4, Z /4Z = tô, A 3} 


Remarques 


1. ZA% est intègre (pas de diviseurs de Ô) 


2. Zl n'est pas intègre : à x à = Ô 


, il existe des diviseurs 


de zéro, (voir chapitre 1). 


3, On peut exprimer en termes de congruences, les théorèmes de : 


; o a 
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r ; Yi 
t : si p est premier et Si a€L , 


l pgcd(p, a) = 1 => aP™? = 1 (mod p) 


+ Wilson : si p est entier et si p > 2, 


l P premier <>(p-1)! +1= O (mod p) 


(fr SYSTEMES DE NUMERATION. 
R 


_ [À Idée générale : représenter les nombres entiers sous des formes 
d 


+ Ferma 


aussi condensées que possible, et cependant commodes pour les 
opérations. Pour cela, on se donne un certain nombre de symboles 


et des règles d'écriture (ou une seule règle). 


} L'ensemble des symboles et des règles d'écriture est le! 
SR EE ne 


| Système de numération. 


Le nombre de symboles est la base du système. 


re: 


stème décimal ou de base dix. 

è Les dix symboles sont : 0,1,2,3,4,5, 6,7,8, 9 (appelés 

ch: fres). 

—_—_—— 

base s'écrit grâce aux second et premier symboles côte-àä- 


K ne soit 10 ; on la désigne par b, on écrit b = 10, on dit 
"b égale dix". 


Ô Un entier n (naturel) se décompose d'une manière unique à 


l'aide de la base b, sous la forme : 


p=1 ~se + ajb + ays 
] es ai sont des chiffres 
e d'écriture (décimale) est alors : 


| écrire côte-à-côte a a 
PP 


= 


-,‘**814o (dans cet ordre) 


uat 
: quatre mille quatre vingt quinze se décompose en 


É +0 +t 5, on l'écrit 4095 (en base dix), 
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= O Dans les cas “litéraux"', on se contente d'écrire 


esa u 
n= afp- &jäo © [as 1 


dans les cas "numériques", on a supprimé le surlignage ou les 


-..aja]; 


crochets. 


K Connaissant l'écriture d'un nombre et la base b, on reconstitue 
le nombre par la règle "inverse" de la règle d'écriture, par 
exemple 7 901 340 représente n = 7°10 +9-105 + 10% +3.10? +4.10 
(on a tenu compte de : 0°10* =0, 1-10 =10° ; on a supprimé +0 


à la fin). 


Système binaire ou de base deux. 


e Les deux symboles sont : 0, 1. 


e La base s'écrit b = 10 et se dit "b égale deux". 


[ Par habitude du système décimal, on peut admettre d'écrire 2 à 


la place de b, ā condition formelle de ne pas employer 2 autrement. . 


(o) Un entier n (naturel) se décompose d'une manière unique à l'aide 


de la base b (ou 2) sous la forme : 


+... + ayb + ao, où a, E{0, 1}. 


e La règle d'écriture est la même qu'en système décimal. 


C Exemple : cinquante et un se décompose en 25 + 2“ +2 + 1, on 
l'écrit 110011. 


C Dans les cas littéraux, mêmes règles que dans le système décimal. 


x A partir de l'écriture binaire, on reconstitue le nombre, par 
exemple 10 1100 représente bř + b? + b?, donc trente deux, 


plus huit, plus quatre, soit quarante quatre (44 en décimal). 
Autres systèmes 
mm 


@ Les principes et les règles sont les mêmes que précédemment: 
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Pour traduire un nombre (écrit dans un système non-décimal) 
p dans un autre système non-décimal, on a coutume de passer par 


| l'intermédiaire du système décimal (comme interprète"). 


À Exemple : si n= 741 en base huit (symboles 0,1,2,3,4,5,6,7), sa 
traduction enbase cingest n=341l, d'après les calculs décimaux 
suivants : n =7°8? +48 +1 =481, 481 =3°5° +405? +15 + 1. 


49 


CHAPITRE 5 


Q- FRACTIONS. IDEE DE R 


ET LES STRUCTURES. 


.4 ) est l'ensemble des nombres rationnels. 


x Un: rationnel x est de type : 


| x=, où peZ et qe 2® 


' 
e Egalité D Es pq = qp' 
L Li t 
è Addition : L+ L - EP 
i a q qq 
AL ' ' 
e Multiplication : È x = PR- 
q q qq 


@ Muni des opérations précédentes, Q est un corps commutatif. 


_ À Conventions et remarques 


© L'élément général A de Q est une fraction, p le numérateur, 
q le dénominateur (non-nul). 


= * 
® Les fractions LD et généralement x (keZ) repré- 


sentent des rationnels égaux G = D 15k = 15k). 

® On convient de représenter, chaque fois que c'est utile, un 
rationnel par une fraction irréductible à dénominateur positif. 
* De même, les fractions de dénominateur | sont-remplacées par 
leur numérateur : 25 = = devient -2, (mais il est parfois utile 
de revenir à =) 
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(4) Avec cette dernière convention, Zc@ | 


'Relation d'ordre. 


i e On suppose les dénominateurs positifs, alors on définit la 


F Y 
relation (d'ordre) <, par : Ts Er <pa' < qp' | 


æ Dans ces conditions, Q est totalement ordonné 


an 


am = AS SRE ue = 
2° - REGLES PRATIQUES DE CALCUL DANS 


t -o 


Q. 


ae 
P 5 p = PRIS A 
La $ Somes : à l'aide de la réduction au même dénominateur. 


h E i 
+ Produits : "face à face" (selon la définition : EXT = rs 
| 


q 
+ Division : "multiplication par l'inverse", | 
2 LU 
(selon le modèle —I— = A x 2) 
Í q 
K Puisque 0 n'a pas d'inverse dans un corps, il est impossible 


» de diviser par 0 (ou de multiplier par D dans Q. 


e n'empêche d'effectuer, en cas de besoin, la division de 
p par q en la poursuivant "après la virgule". 

_ © Lorsqu'elle "tombe juste", on dit 
Ecimale exacte. 

® Sinon, on a une représentat 
ire une valeur approché 


que f a une représentation 


ion décimale approchée, c'est-à- 


! e de B, dès qu'on arrête la division 
(avec un reste non-nul) 


r Sq i si 1610 r e amais uste » ON pr 
Or e la div n de P pa q ne 
ombe ] 3 


ste des chi ini 

ES s hiffres finit par devenir périodique, c'est-ā- 
n retro 

; Rive des tranches successives identiques. 


+ 


l i 7 
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285714 28... ses 


-a ~a 


Exemple. 114:7 = 16, 285 714 


D cette propriété est caractéristique des éléments de Q, si l'on 
considère le cas "tombe juste" comme particulier (les tranches sui- 


vantes sont des zéros, donc identiques). 


% or, il est facile de créer une liste de décimales n'ayant pas cette 
| propriété ; autrement dit, on peut créer une représentation d'un 
_ nombre non rationnel à partir d'un rationnel, par exemple en in- 
4 tercalant 7 entre lère et 28ème tranche, 77 entre 2ème et 3ème tran- 
che, 777 entre 3ème et 4ème, et ainsi de suite, avec un 7 de plus 
3 à chaque nouvelle insertion, et ceci indéfiniment. 

% Donc, "il existe" d'autres nombres que les rationnels, mais la 

| preuve rigoureuse n'a pas sa place dans ce livre. 

Le 


En "rajoutant" ces nouveaux nombres à tous ceux déjà étudiés 
(entiers naturels ou relatifs, et nombres rationnels), on ob- 


tient un ensemble "complet", désigné par R, tel que : 


9 NCZC@CR | 


On peut créer des ensembles "encore plus vastes" que R, en par- 
ticulier € (chapitre 7) ; ona : RCC. 


DT soit PeQ (eZ, ae7°). 


 @ Puissance is (ne *) : D" = Er 


: H | 2n 2 . >0 
© Racines paires : on ne peut écrire ye s mo que si ile q>0 


a 2n Vp | 
y @ Racines impaires : on peut toujours écrire Ve (q #0). 


js pe A n =n_/9)® 
© @ Exposants négatifs : a™ = 1 (convention) devient E) O ` 
j i a 
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CHAPITRE 6 


R - VALEUR ABSOLUE. RACINE CARREE 
CALCULS APPROCHES 


1°-R ET LES STRUCTURES. 
$ R est l'ensemble des nombres réels. 


ĝ (R, <) est totale 


¢ (R, He x) est un corps comutatif 
A 


appelé le corps R | 


O L'ensemble R peut être muni d'autres structures, amenant ādire 


LLI LL 
l'espace R ; et dans ce cas il peut s'agir d'un cas particu- 


lier d'espace vectoriel ou bien d'espace affine. 


» Ce qui signifie : 
pour tous réels a et b (tel que b>0), il existe un entier n 
_ tel que nb > a. 
Stabilité d' ji i 2 : z Aea vs 
ilité d'une loi interne : soit (E, 4) où + désigne une loi in- 
terne, soit E' une partie de E ; on dit que E' est "stable pour x", 
lorsque cette loi est interne pour E' 


(E' 


» d'où la formule: — 
Stable pour *) <> (a * bEE', Y(a,b)EE'?) 


4 
À Exemples : HN, Z, Q sont des parties de R 


; chacune est stable 
» Stable Pour x, mais ce 


pour + 
ne sont pas les seules (l'en- 
semble des entiers pairs convient) 


K Q est dense dans R 


‘ cette densité peut se traduire ainsi : 


(m| Entre deux réels distincts 
L 


LE: i 
au moi 51 proches soient-ils", i} existe 
moins Un rationnel, 


k 53 


ÿ On en déduit : entre deux rationnels distincts, il existe au 


moins un réel ; cette propriété permet l'encadrement numérique 


. `~ LA LL s Ra 
d'un réel "d'aussi près qu'on veut" par des rationnels ou des 


décimaux. 


YJORANTS, MINORANTS, BORNES, INFINIS. 


¢ Définitions : on considère un ensemble ordonné (E, <). 


Une partie À deEest majorée par M, lorsque 


[Vxea4, on a : x < M (avec MEE) i M 


@ Une partie A de E est minorée par m, lorsque 
À VxEA, on a : m< x (avec mEE) 


C M est appelé un majorant de A, m un minorant de A. 


© Bornes de A : lorsque la partie A de E est majorée, on appelle 
borne supérieure de A, notée Sup(A), le plus petit majorant 
de A. - 


De même, borne inférieure de A, inf(A), le plus grand minorant. 


Toute partie (non vide) majorée de R admet un plus petit ma- 
jorant, c'est-à-dire une borne supérieure. 


De même pour minorée et borne inférieure. 


Remarques sur ces propriétés des parties de R. 

* Ces propriétés (admises) ne sont pas évidentes. 

* Si A vérifie ces propriétés, Sup(A) existe, mais on peut 
avoir Sup(A)E A, ou bien Sup(A)&A. De même pour inf(A). 

e Ces propriétés sont vraies dans R, mais pas nécessairement 
dans Q : voir contre-exemple suivant. 


| 2 
À Contre-exemple dans Q: soit ACQ, RE < 2l. 
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LE 1. A n'est pas vide, À est majoré (par des rationnels). 


2. Cependant, A n'admet pas de plus petit majorant rationnel, 


(on le démontre “par l'absurde" en examinant tous les cas). 
à intervalles de R 


O Les intervalles de R sontdes parties de R "d'un seul tenant", 


le lecteur est censé connaître la signification des écritures 


>t meane naasta our me me 


+ telles que : _— … — es 
[a,b] , Ja,b[l , Ja, b] ou [a,b[ 


p K’) R iui-même n'est ni majoré, ni minoré. 


$ 
Le : A sets 
[O Pour exprimer certaines propriétés, on convient d'écrire un 
intervalle minoré (par a) et non majoré sous la forme : 
[a, +®[ sia appartient à l'intervalle ; ou sinon : Ja, +of. 
e De même pour ]-, a] ou pour ]-æ, af. 
+> et — sont les symboles des infinis, 


les infinis ne sont pas éléments de R. 


~ 
| On peut écrire R = 1, +[. Cependant on ne doit pas croire 


que les infini é 
au nfinis sont réels (pas plus que rationnels ou entiers). 


1 r ns 

t Y un réel (oi) une expression prenan 

9 La valeur absolue de y 
TD 

e |Y] 


t des valeurs réelles). 

se note |y], 

est le nombre positif ou nul défini par 
NE P 

ly] = 0 <y =0 

Iyl = y <>y>o 

lex <>y< 0 


, 
: 
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e La racine carrée de Y se note VY. , 


e VT est le nombre positif ou nul dont le carré est Y. 


ÿ:, 


* Remarques 


O 11 y a deux nombres dont le carré est 25, ce sont +5 et -5, 


k mais celui qu'on note V25 est +5 (l'autre est noté -V25). 


C Les deux nombres dont le carré est Y sont appelés ou notés 
eRe e i N 
racines carrées de Y"en toutes lettres". 
À Si l'on cherche x tel que x? = 25, toute écriture telle que 
x = +5, x =+v25 est incorrecte ; par contre, il est correct 
A d'écrire : x? = 25 <> (x =5 ou x =-5). i 


î De même, sont incorrectes les écritures suivantes : 
vx? = tx, ou seulement : Vx? = x, vx? = x. 
Par contre, il est correct d'écrire : vx? = Ixl, -yx = -|x]. 
+ Si l'on suppose x > 0, on obtient Yx? = x et —VxT = -x. 


* Si L'on suppose x < 0, on obtient Yx? = -x et x? = x. 


+ + : 
Le symbole Ÿ définit une bijection de R* sur R*, appelée 
R — Rt 


racine carrée, de schéma VY: 
x —vx 


plusieurs lettres représentant les inconnues à trouver. 


e Résoudre l'équation consiste à trouver toutes les valeurs des 


inconnues pour lesquelles l'égalité est vérifiée. 


e Ces valeurs sont les solutions de l'équation, très abusivement 


appelées "racines" de l'équation. 


* Rappels : 
@ On ne modifie pas une équation en transposant des termes. 


in à bn piment 
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d'un membre à l'autre (avec changement de signe), ni enmul- 
tipliant (ou divisant) les deux membres par un même nombre 


non nul. 


@) On risque de modifier une équation en multipliant (divisant) 
les deux membres par une expression contenant une inconnue, 


à plus forte raison si on "élève les deux membres au carré". 


(3) Très souvent, il est commode de ramener 0 au second membre 
e ramener 0 au second membre 
(à l'aide de transpositions seulement), puis d'utiliser les 


résultats relatifs aux produits nuls ou fractions nulles, 


eu système d" 


équations se résout en général par la méthode des 
_ substitutions. 


le lecteur connaît certainement les méthodes dites 
additions, par les déterminants, 


(relatives à des systèmes 
part. culiers). 


Š 


général, n inconnues sont déterminées à partir de n équa- 
S. Si l'on a moins de n équations, 


| 
en fonction des autres. 


J a pas de solution, 


des inconnues s'expri- 
Si l'on a plus de n équations, il 


mais ceci n'est pas une règle absolue. 


inégalité (signe <, ou 


r). Résoudre consiste 


ation :se Présente sous forme d'une 


#) contenant des inconnues (à trouve 
à trouver toutes les valeurs des 


` inconnues pour lesquelles l'iné- 
galité est vérifiée. ` i 


transpositions, ni 
lisant) les deux membres par un même 
À 

Contre, on "renvers 


e le sens" 
se) 1 


lorsqu'on multiplie (ou 
-es deux membres par un mê 


k me nombre négatif. 
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sant) les deux membres par une expression contenant une in- 
connue, à plus forte raison si on "élève les deux membres 
au carré". 
>a? < b? | 
a<b<0—a? > bp? et non pas a? < p? 


tèmes d'inéquations.; 


eLes méthodes de résolution d'un système d'inéquations sont 
= très diverses, mais le plus souvent ce sont des méthodes par 


représentations graphiques. 


URS APPROCHEES. 


| 
ae aa e . LE sit 

que la définition de l'égalité est satisfaite G =T <> pa" =p'q) 
Dans ce cas, on utilise le symbole = 
es 

1 , ere 
HT Exemples : = 2 $= 0,4 PEEL 54,71875 sont des écri 
PIN 


tures correctes. 


" see ne. 
LI En pratique, on admet l'emploi du symbole =, à condition d'uti 


liser des points de suspension, dans les cas suivants : 


i TOEO E 
l. Suite décimale limitée mais trop longue : —> a/l. 
i illimitée : d À a OSa 
_ 2. Suite décimale illimitée : 3 = 0,33... 7 > 
= Il vaut mieux employer le symbole =, dans ces cas. 
jz signifie "est proche de" . 
Remarque, 
à = | ét t = 0,5 semblent contradictoires, il n'en est rien : 


il suffit de préciser des règles d'emploi de = 


ET a 
ts dd m n = 
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y [O + est un nombre réel mais non rationnel, TER-@; on sait 
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22 $ “ 
que 7 est proche de > mais “plus proche" de T3. 


D'autre part, on peut écrire la suite illimitée (non périodique) 
des décimales de T, sous la forme T = 3,1415926535... 


22 . 355 5 
On écrit donc, correctement : T #7 T= 15 et T = 3,1416 


Oona:3,1415 < T < 3,1416 (m encadré par deux rationnels) 


* 3,1416 majore T, on l'appelle valeur approchée par excès de T. 
© OnaT-3,1415 < 3,1416-3,1415, soit : T-3,1415 < 10 *, 

= ona: 3,1416-7 < 3,1416-3,1415, soit : 3,1416 -m < 10™*. 

o La valeur 3,1415 est dite approchée à 107" près par défaut 


se à à 
valeur 3,1416 est dite approchée à 10 * près par excès 


eS, 


f 4 
de ces valeurs est une valeur approchée ā 10 prés. 


7 "oz 
igne un réel exact" et a' une valeur approchée de a, 
titude absolue correspondante est a - a'. 


| incertitude relative correspondante est 42 a° 
a 


. 


Dr. et tout faux-problème mis à part, on ne peut pas 


uler les i i 
° incertitudes, on peut seulement déterminer des 


m-ī* trouver une valeur approchée 


| -2 
: ou bien une valeur approchée à 10 
otions ne sont pas les mêmes, 


les calculs sont 


| a -Ĝ) On peut affirmer : a. 


em 


= Si 


59 5 


AQ Par précaution, on prend 2 décimales de plus qu'on N 
es 


demande, ou que ne l'indique le 107°. Les valeurs sont lu 
DEAN 
dans des tables : V2 = 1,4141... T = 3,1415... 


(2) On conduit deux calculs, de manière à obtenir la garantie 


d'un résultat par excès et d'un autre par défaut. 


. 1,414@ : 
Excès : — -= 0,660 3... d'où 0,660) par excès. 


2,141@) 
1,414 

Défaut : —————= 0,660 3... d'où 0,660(3) par défaut. 
2,141 


On a donc "garanti" 0,6603 < a < 0,6604 


0,66 avec 2 décimales exactes, 


0,66 à 10 * près (par défaut), 


R 


a 

en effet l'incertitude absolue est "ā coup sûr" majorée 
-2 

par 10 . 

Par contre l'incertitude relative (majorée à coup sûr par 


107? 0,01 
5,66) donne lieu au calcul 0,66 - 0,0151..., on la majore 


donc par 0,016 ou 1,6 Z. 


A K Formules utiles si € est "petit". 


l Q +e)* = 1 + ae 


par exemple VI +E = 1 + $, 


pour tout exposant réel ©. W 
# LÉ z À = Gs 

VT+E 2° 1+€e > 

l Log(l+e) = €, e = 1+e. 

l € en radians : sine * €, tge =e, cose= l E 


y 
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CHAPITRE 7 


C - CALCULS COMPLEXES, 
IMAGES GEOMETRIQUES 


1° - C ET LES STRUCTURES 


O Commentaire : dans R, une équation du second degré à discri- 
minant négatif n'a pas de solution. On a créé des nombres pour 
lesquels cet inconvénient disparaît, tout en conservant des 


règles de calcul "très proches" des règles dans R. 


obtient l'ensemble € des nombres complexes muni d'opérations 
rappelées dans le reste de ce chapitre, et tel que RCC] 
e C, +, x) est un corps commutatif, appelé corps C. 
o R est un sous-corps de C, les opérations usuelles dans R 
sont des cas particuliers des opérations dans C. 
| eC n'est pas ordonné. 


eC peut etre muni de structures d'espaces (vectoriel ou 
affine), 


Ps 
= O On écri 
i Crit un nombre complexe z à l'aide de 2 nombres réels a et b, 


sous une première forme (dite algébrique) : z = a + ib | 


O En prati 
+ ique = P 
que, on reconnaît aisément les deux parties : 


La Partie ré n, i è 
elle "ne dépend pas" de i (Relz) s a). 


+ Règles opératoires dans € : 


NI 


nd ah = = 
$ Le conjugué de z' = a' +1 
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i inai g ici de i", et c'est 
(o) La partie imaginaire est le "coefficient , 


un nombre réel (Jm(z) =b, et non ib). 


-i A E e aT A N 
soit z = a + ib, soit z' = a' + Íb. 


: lorsque les parties réelles et imaginaires sont 


@ Egalité : 


respectivement égales 


@ opérations +, —, X 
Operatrops Ty > 


(D Comme pour des "polynômes en in. 
© En remplaçant i2 par -1 chaque fois que possible. 
O on obtient les schémas suivants : 
e z+z'=(a+ib)+(a'+ib') d'où z+z' = (a+a')+i(b+b') 


(a-a')+i(b-b') 
(aa'-bb')+i(ab'+ba') 


e z -z' = (a+ib)-(a'+ib') d'où z-2" 


e zxz' = (a+ib)(a'+ib') d'où Zzz' 


(l 


Lane z a+ib 
O Pour la division, ou le rapport EPL TU (z' non nul) on 
fait apparaître les 2 parties du résultat par une règle spé- 
ciale : 


(A) Multiplier “haut et bas" par le "conjugué du bas". 


© Effectuer les nouveaux calculs. 


est noté z', défini par 


Cansat + ib! <> 27 = a" - ib' 


O La conjugaison revient donc à changer i en -i (ou -i en i). 


O On obtient : 2 = EYE 22° :.. _(atib)(a'-ib') 
ag Er Où ep, soit: a a i 
i Z. _ aa'+bb' .ba'-ab" 
paiement z aaa t Tape 


. = ; Sn ed 
® Les parties réelle et imaginaire de zr sont ainsi séparées. 


Ù, pour les opérations qui 


font de 


C un corps (et pour les opérations qui s'y ramènent). 
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toute expression f(z) ne comportant que des 


e En pratique; b xO bEJ 
P quotients ou puissances n (neZ) vérifie 


s Q images usuelles. 
ts 
sommes, produits, 


£(z) = f(z). 


e La conjugaison est 1 


nvolutive : 5 = Ze 


À Remarques 


2 + = $ 
cr (1) Produit remarquable dans € : a? + b? = (a+ib)(a ib) | 


M à = 8 S fe . 24 = +3 mt . . 
© la où 33 = Deis iř = -i ; puis 1 l`el lel, i 
27 


Par suite, i° = +i, if = -], i = -i, etc... 


= 1 x ġ ‘ ~ 
RL, oi Z, d'où += -i, et ainsi de suite, 
g eg -1 +] 1 


e É) Toutes les formules, règles, etc... qui sont valables dans le 

. corps R restent valables dans le corps C, pourvu que l'on e Le schéma montre, à partir de l'image de z = a + ib, les 
DE == « . = 

"respecte à = -1". images de : z = a — ib, -z = -a - ib, et -z, obtenues par des 


symétries évidentes, 


S DANS UN PLAN. 


ez = 0 a pour image l'origine, i et -i ont les images indiquées, 


i Gor z = | a pour image le point (1,0), z =-1 a pour image (-1,0). 
la manière des réels et des points d' i - ; f ar eA a = $ 
P un axe, on peut faire cor e Si z = a + ib se réduit à z = a (réel), son image est sur 


ondre les complexes et les points d'un plan (rapporté à 2 axes l'axe Ox. 


orthonormés). 


e Si z =a + ib se réduit à z = ib, on dit que z est imagi- 


naire pur, l'image est sur l'axe Oy. 


LT onere 5 


y 


n, onassocie le complexe) 


b appelé affixe de M. … réels < 0 
ál i 


n réalise ainsi des bijections 
en 


° ec et le plan (affine) muni 
* un repère Orthonormé, Un te] plan 
est appelé 


SA ue une représe 


o 
imaginaires purs 


Le Images des opérations. 
mplexe, il cons- 


ntätion géomé- O On peut associer à z = a + ib le vecteur OÑ au lieu du point 


t de :C pi 31 y f sa 
de LÈ est une repré » et à z' le vecteur OM'. Dans ce cas : 
'umér ue" Présenta- Schéma 5. 3 j 
ape de ce plan, MG» 7) 
A 
LA k ” è 
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e L'addition z+z'revientäla |© La soustraction z-z! revient 
à E à i ze 13 plagi d'où r 
somme vectorielle OM+0M' = OS | à la somme z+(-z'), d'où la fi- | 


(règle du parallélogramme). gure, que le lecteur interpré- 


tera. 


y 
M' (z'3_-54 S(2+z") 
pe ET 


"a 


] 
| 
l 
| 
l 
l 
l 
l 
j 
l 
l 
l 
I 
l 
j 
l 
l 
| 


: © La multiplication zz' revient à une similitude appliquée à 
| M, ou bien une autre similitude appliquée à M', chacune de 


ces similitudes est précisée au 6°), leur centre est O 


€ m EN : i 

4 - DEUXIEME FORME DES NOMBRES COMPLEXES?” 

* Remarque fondamentale : il revient 
a ————— 

au même de donner les coordonnées 

(a, b) d'un point M, ou bien de don- 


ner la distance d(0,M) = r et une 


mesure © de l'angle Ox, OM. 


A 
je =r 
arg z= 
O (mod 27) 
X 


$ Définition í si z =a + ib a pour image Habj 
» » 


e on note |z| et on appelle module de z 


la distance de l'origine au Point M. 


è on note arg 


rgz et o 
| TRE n appelle argument de z 
l'angle 0x,0M. 


e |z| est nēcessairement positif 


Le (et 


déterminé), 


re. 
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de une infinité de mesures ; si © est l'une 


e arg z possè 
d'elles, on peut écrire : argz = O + 2kn(K eZ), ou 


argz = O(mod 27). 
e Si |z| = r et argz = O(mod 27), on a d'après le théorème 
des projections (chapitre 2) : a = rcosO, b = rsinO, d'où 


l z = a + ib s'écrit z = r(cos 0+ i sin 0). 
O Conventions 
e On peut abréger z = r(cos O+ i sinð)en z = [r,01 | 
e On appelle forme trigonométrique de z l'une ou l'autre des 


formes r(cos 0 +i sin) ou [r,0], (2° forme des complexes). 
Ross 


À Passage d'une forme à l'autre : 


Connaissant la forme z = a + ib, 


va2 + b2 


on a évidemment œ |z| 
cos © = 


puis, (modulo 21) e argz = © tel que 
sinô = 


njo nio 


©) Connaissant la forme z = [r,0] ou z = r(cos0+isinO), 


on a évidemment e a = rcos ©, b = rsin0O | 


À Exemples 
Q siz=1+ i⁄5, on a 


Izl = /1+3 = 7, 

cos 0=5 
arg z = O(mod 27) avec 

sino= 2 


d'où argz= (mod Y à 


@ Si z = (3, 7l, on a z = 3(cos $+ ising) 


4 
d'où z = 32 + si 2 (ou z = 30) y 
i v7 
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5° - UTILISATIONS DE LA FORME TRIGONOMETRIQUE. 


O On ne peut rien dire à l'avance sur le module et l'argument 


` 


d'une somme de complexes à partir de ceux des termes. 
O Par contre, les résultats suivants sont particulièrement simples. 


© Egalité : lorsque les modules et arguments sont respectivement 
égaux, 


l z =z'<>]|z| = |z'| et argz = arg z' (mod 27) 


® Produit, par : produit des modules et somme des arguments 
l [r,0] x [r!0'] = [rr', 0+0'] 


@ Rapport, par : rapport des modules et différence des arguments 
[r,0] 


HOT * G 0-0'] 


® Puisssance n elN*), d'après le 


produit répété n fois : 
[r,0)" = [r°, n0] 


*% Cas des racines Carrées. 


Le Le symbole V` étant réservé à R* 
des réels r vérifiant r > 0, 


Le 11 n'ya 


pas de symbole Particulier dans le cas de 
Écrit-on : racines carrées de A "en 
-+0 Soit A = [R a] un complexe 

forme (ou mis sous cette for 


» On ne l'emploie que pour 


C, aussi 
toutes lettres", si acC. 


quelconque, donné sous cette 


me), 


Les racines Carrées de À Sont des nombres z 


tels que z2? = A 


è Posant z = 
nt z = [r,0], on obtient [r2,20] = [R,a} 


et 20 = g(mod 27) 
d'où : r= ’ 
” rei et 6 = 7 (mod T) 


d'où : r?=R 


e Il existe donc deux racines 
de même module YR 


carrées de A = [R,a], 


, re Q 
d'arguments : l'un 3 (mod 27), l'autre Š t (mod 27) 
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i leurs images sont symétri- 
sont opposées; 
s deux racines 
e Ce 


ques par rapport à 0- 


cas R> I 


O Commentaire. 


On i y atıons du se- 
vo onvénient des equ t 
ulait faire disparaitre l'incon 


cond degré à discriminant À négati i n'ont as de solutions 
g n 8 e E; qu Pp 
. 2 . + 34 
dans R faute de racine carrée de A. Il suffit de reconsidérer 


cela dans C. 
À Exemples : R 
D x2 + 1 = O n'a pas de solutions dans . 
= P ne 
z? + 1 = 0, dans C, peut s'écrire z ls 


il y.a deux solutions : z = 1 ou 


Ē.) Plus généralement, tout réel 
négatif a deux racines carrées 
(opposées) dans C : prenons 

ý A = -4, d'où |A| = 4 et 


arg A =T(mod 27), on a soit 


(racine de -4)- 
A 
z 


par leur module et leurs ar- 
guments, soit d'après -4 = 4i? (racine de -4}- 
(carré de 2i ou de -2i), les | 


deux racines de -4 : 2i et -2i. 
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REX:  niire 
aginaires purs. 


ez = O mis à part, un imaginaire pur est de type z = ib (b 

réel) d'où z? = -b? : le carré est réel négatif. 

e Réciproquement, un réel négatif peut s'écrire -b? (b réel), 

ou ib? : ses racines carrées ib et -ib sont imaginaires pures, 
L'ensemble iR” des imaginaires purs non-nuls 


est l'ensemble des racines carrées des nombres réels néga- 


tifs. 


 [ Retour aux racines carrées. 
ez? = À, avec z = [r,0] inconnu et A = [R,a] donné, amenait 
aux deux racines carrées : z = LR,31 et z = LR, 2 +T}. 
e On peut aussi faire des calculs "algébriques", notamment si 
A est sous la forme a + ib et n'a pas un argument "simple". 


Lo : . ` 

re | À Exemple : soit À = -5 + 12i, on veut les racines carrées de A. 
k @ Posons (x+iy)? = A, d'où : x? - y?’—+ 2ixy = -5 + 12i, oùil 
x?2y?=-5 

Le = 6 


est entendu que xet y sont réels ; on obtient le système 
@ On en tire y = 6 i i 2 36 
y = et par substitution : x? - er pl -5, d'où 


Mua P Es? S M. LE 
3 36 = -5x", qui s'écrit x" + 5x2 - 36 = 0 ; cette équation 
1carrée donne : A = 2  =5+13 -5- 
pe e z A= 169, x 3 — = 4, on rejette x? BE 
lcl, x est réel et x? ne doit pas être négatif. 


j 2 
eI reste x° = 4, et compte tenu de y = 6 
i x 


on obtient x=2ety=3 


L OU : x = -2 et y = -3 
© Les racin Z r 
es Carrées de (-5+12i) sont donc (2+3i) et l'opposé. 


1 ênes (a = N*) 

l © Vu le cas des racines Carrées, si l' 

= Z= [r,0] tel que z” 
n 

[r ,n0] = [R,a], 4! 


on cherche maintenant 
| és où A = [R,a] est connu, on a : 
OUT =Ret nð = (mod 27), 


S 
+ On obtient r w 
Kg E et 0 = a 27 
n (mod he 
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z ièmes 
e Il existe donc n racines n° de A = [R,u] 


de même module" /R 


d'arguments respectifs : 
2m Q 27 
z (mod 27), Ž + fI (mod 27), -yi + (n-1)% (mod 27) 


z : š ièmes 
K Exemple : racines cubiques de | (racines 3 Je 


+ On pose [r?,30] = [1,0], d'où r? = 1 et 30 = 0 (mod 27) 
a à 2T 47 
d'oùr=1letO=0 (mod À) ; 3 valeurs principales 0,3 


+ D'où les 3 racines : 


[1,0] = I1(cos0+isin0) = 1 


27, _ 27 .: + 271 8, :#3 

0,37] = cos +i siny sytti 3 

y 4m _ O : 4m _=1_; "3 
eg [l,-l=cos-+isinz =y iy 


A e On désigne respectivement ces nombres par l, j. j? ouj | 


6° - COMPLEMENTS DIVERS. 


X Image du produit zz'. 

z -[r,9], z'=[r',0']etzz'={rr',0+0"] 

ayant pour images M, M' aE P( ou où, où" 

et oÈ), 

l. On peut partir de M, on obtient P 
par la similitude de centre 0, rap- 
port r' = |z'|, et angle 0' =argz', 
appliquée à M. 

2, On peut partir de M', on obtient P 
par la similitude de centre 0, rap- 
port r = |z|, et angle © = arg z, 


appliquée à M'. 
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k Cet 1a trigonométrie. 

* 
On a vu : [r,0]° = [r°, n0] lae N Js | 
On peut écrire : r’ (cos O+i sin0)" = r"(cos nO + i sin n0), et | 


simplifier r°, d'où la formule de Moivre 


l cos n© + isinn0 = (cos @+isin0)" | 


À Exemples d'utilisation : 
(D cos 20 + i sin 20 = (cos +i sin0)?, 
d'où cos?® - sin°@ + 2isinO cos 0. 
Séparant les 2 parties, on retrouve : 
cos 20 = cos? O - sin? e à sin 26 = 2sin0cosO 


A) De même, cos 39 + isin30 = (cob0+isin0)? amène à : 


t= 


G 3 5 | 
cos 30 = cos ‘0 — 3cos 0 sin°0 et sin 30 = 3cos?0 sinO- sin°Q 
qu'on transforme aisément en : 


cos 30 = 4cosř O - 3cos O et sin 30 = 3sin0 - 4sin? 0 
a o *" Sin O = 3sin0 - 4sin°© 


généralement, 


le théorème de d'Alembert précise 


Toute équati é 
quation de degré n, à coefficients complexes (ou 


réels) possède exactement n solutions da € 
t ns Ç. 


e Une solution double compte pour de 
ainsi de suite. 


ce livre. 


À Equation du 2° degré dans C. 
Les règles "réelles" 
user du symbole ” mal à propos. 
Résoudre : iz? - 2(1-i)z + 4(142i) = 0, 
Re de (J-i)? — 4ill+2i), d'où Zi 


» Comme lé o -8o 6i, 
Fappelé au 5°, on trouve les racines de À! 


l'opposé, 


F3 l ar 


le] $ t 
* On peut aussi "s'en douter", car 8 - 6i contient 


on peut présumer d'un carré, dont le double 


invite à essayer (1-3i)?, ou (3-i)?, 


6i = 2 
Produit 2 Si 
le r + 
second convient, 
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- Yoptiquant la formule du cas réel, on écrit ici à 
= U-D+O3-i), ce qui donne z, = -2 - 4i 
1 i 
P (1-i)-(3-1i) me = 2i. 
et de même z, = ~r — d'où z, i 
0 “Thécréme!: dans le cas de coefficients réels, l'équation du se- 
cond degré az? + bz + c = 0 avec À < 0 possède toujours deux so- 


lutions complexes conjuguées. 


: “52 4 où i2X2, et 
Preuve succincte : A est de type A? (À réel), d'où A 


ses racines carrées iì et -il. Les solutions de type —5> 
—b-iÀ 
2a 


sont conjuguées. 
Z = 7g _ a r 


lz]? - zz 


7 (atib)-(azib) 


(a+ib)+(a-ib) 
et 7i 


e De même, a = 


donnent [Rec = 32 +2) 
[mai 


e Pour qui sait manier les exponentielles, on peut utiliser : 


g 10 š RSE 
cosO + isinO = e (convention d'écriture), 
COS CR LSTREE eA | 

ið 
ayen 


d'où : z = [r,0] s'écrit z sr 


d'où toutes les rēgles de calcul, agus les tormes " 
F HRA i (0+0 z 5 
Ge? ia ete ë, re Z He -Ə 


s CEE 
r'el 
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CHAPITRE 8 


FONCTIONS. LIMITES. CONTINUITE 


_1° - FONCTIONS : ETUDE ET REPRESENTATION GRAPHIQUE. 


| 


O On se borne ici au cas des fonctions de type f : 


R——R 


(où x peut donner zéro ou une image f(x)). 


O on suppose connues les notions qui vont intervenir dans ce para- 


graphe, certaines é i ; 
phe, sont rappelées dans ce chapitre ou dans d'autres. 


@ Pian d'étude et représentation graphique de f. (résumé en fin de 
paragraphe). 


(D Trouver le domaine de définiti 
éfinition D, » et le domaine d'étude D. 


e 7] est l'ensemble des x tels que f(x existe, c est-à-dire 
E ) i > 
que f (x) represente une valeur bien défi nie 
i et calculable ; on 


existe si et seulement si 8(x) Go 
+ Une fraction rationnelle (irrédu 


Ctible) existe Si et seu- 
as nul se 

* Log[e(x)] existe si . 

et seulement si à 

800, 


lement si son dénomi 
é na 
inateur n'est P 


+ On détermine D 
par des considé i 
rations de g 
Parité 


dicité. 
* £ est impaire lorsque : Vxe 
< f est paire lorsque : ED; » E(-x) > 
. f est P-périodique (de période P) lor ao 
tel que Vx E 2; » f(x +P) = f(x). 


£ > £(-x) = -f (x). 


squ'i 


l existe p 


\ 


x s f(x)? 


À Ca Ka) v 
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T? 
° Graphiquement, dans un repère (0,1,j) ou (0x,0y) : 


+ Si f est impaire, la courbe représentative Ce admet O pour 


à 7 : 
centre de symétrie ; si f est paire, Ce admet l'axe 0y pour 


axe de symétrie. Dans les 2 cas, D est la partie de De telle 
que x > 0. 
«+ Si f est P-périodique, Ce est formée d'arcs dêduits les 
a + 
uns des autres par la translation de vecteur Pi. Dans ce cas, 


D est une partie de ZA de type 2; N[a,a+P], où a est "à 


bien choisir". 


© Trouver les limites (ou les valeurs) de f aux bornes de D, et 
les asymptotes (éventuelles) de la courbe Cer 

2 © Les limites usuelles sont rappelées au paragraphe Fe 

———— e Pour les asymptotes (rectilignes) on utilise les résultats 

suivants : 


— Si f(x) tend vers un infini lorsque x tend vers a(fini), 


la droite d'équation x = a est une asymptote parallèle à Oy. 


— Si f(x) tend vers a(fini) lorsque x tend vers un infini, _ 


la droite d'équation y = a est une asymptote parallèle à Ox. 


+ Si f(x) tend vers un infini lorsque x tend vers un infini, 


il peut exister une asymptote oblique, d'équation y = ax+b; 
È P ASYRACORE GDETQUES q y 


Sd 16 f(x) ii sie 
a est la limite (non-nulle) de , best la limite de f(x) - ax, 


x 
lorsque x tend vers cet infini, si ces deux limites sont fi- 


nies (si l'une au moins de ces limites est infinie, il n'ya 


pas d'asymptote). 


MERA E) Trouver le sens des variations de f (sur D). 


e On peut parfois avoir ce sens sans calcul ; par exemple, si 


f(x) = 


1 = L 
HT: f est décroissante. 


è En général, on déduit ce sens de l'étude du signe de f'(x), 


d'après le théorème : 
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e On peut exprimer les résultats dans un tableau, la croissance 


étant figurée par /, la décroissance par \ 


" _@) Trouver des points particuliers de la courbe Ce. 


e On s'attache généralement à préciser les sommets, les points 


de Ce qui sont sur les axes (0x ou Oy) et, s'ils sont demandés 
explicitement, les points d'inflexion de Ce 


@ Si f est dérivable, l'abscisse d'un sommet de Ci est une va- 


leur de x annulant f'(x) avec changement de signe, (avec x ED). 


5 valeur de x annulant f"(x) avec changement de signe, 
pr: ~ 

avec x€D). 

Tie 
eLes" Points sur Ox" sont déterminés par f(x) = 0 (s'il ya 


solutions), le "point sur Oy" par y = f(0)(si 0ED). 


FE des points 1.2.3.4 : on peut rendre les tra- 
plus précis à 1'aide des tangentes à C, aux points parti- 
5; dans ce cas on utilise le fait que la tangente à C 
au point CLER )) est dirigée par (1,f' CA )). f 
on n'oublie pas les asymptotes, 


i 37 lieu. 


Symétries, périodes, s'il y 


et 
s s E D réduit (symétries, périodes). 
2. Limites et asymptotes. P 
3. Variations (dérivée), 


LES Points particuli iers. 


@ si f est dérivable, f est croissante lorsque f'(x) est positive 
, 
| et décroissante lorsque f'(x) est négative 
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o Dans tout ce paragraphe ; 
t des valeurs finies, 


O 1im [£(x)] = b (signifie) : on peut choisir x j ; 
X74 pour que l'écart |£ (x)-b| soit "aussi petit qu'on veut - 
~ e 


e On traduit cela par la formule”: 


W Ye > 0, Jn (tel quò : |x-a] <n 


e On peut aussi écrire : x — 4a = £(x) — b 


D Timi (£G)] = +œ signifie : on peut choisir x 
gs pour que f(x) soit "aussi grande qu'on veut" 


e On traduit cela par la formule 


l VA, gn tel que : |x-a| <n => f(x) >A 


e On peut aussi écrire : x — 83 =©> e o on 


f(x) — -œ est similaire, on change f(x) >A 


e Le cas "x — a, 


en f(x) <-A. 


CO lim [f(x)] = b signifie : on peut choisir x "assez grand" 


ap . . - 
ue pour que l'écart |£(x)-b] soit "aussi petit qu'on veut 


e On traduit cela par la formule : 


r |Ye> 0, 34 tel que : x> a > lE] <e 


eè On peut aussi écrire : x —— +% => f(x)—- b 


e Le cas "x —-%, f(x) — b" est similaire, on change x > À 


en x < -À. 

O lim [f(x)] = +œ signifie : on peut choisir x "assez grand" 
o X>+ è s 

it pour que f(x) soit "aussi grande qu'on veut 
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ai désignen 

na ea et b 8 

4 bole «, | n PA 
\ a SE iti tique grandes 

i o À et B désignent des aaa dpi (en pra aa grani j , 
fa ' e c et n désignent des valeurs.positives/(en pratique ‘petites }, 


Je beut choisi "assez voisin de a", 


4 f 
"assez voisin de a 
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eii tradire cela par la formule à 27) à e Il n'existe pas de méthode générale unique, mais les résultats 
VA. JB tel que : x > B= f(x) > À j suivants permettent de conclure dans bien des cas. 


e On peut aussi écrire : x —— +œ 2> f(x) — +œ 


a u paee, ig b >s 
A SE =E a mee eree pond araa di @ Un polynôme a même limite, quand x tend vers un infini, que son 
EE Re E) A monême de plus haut degré 
ked s a 
"x —— - œ, f(x) — -œ " correspond à : x < -B => f (x) <-A É > p 
ŸT Exemple : lim (x? - 7x? +1000) = lim (xÝ) = +% 
X On adapte sans difficulté les notions précédentes, aux cas sui- x+ PTS E S 
vants ; a?- b? 
imi F @ On peut souvent aboutir, à l'aide des formules : a-b = TEP 
j ©) limite à droite, symbolisée par lim 77 a2=b? Ce- Éjia + €) 5 
E x+at ou a+b acp’ - re - © 
(a as 
ans ce cas Pc 4 Fe 
> X tend vers a en restant supérieur à a) X$e ST Exemple : Vx2-x-1 - vVx?+] est de forme »-> quand x — =. 
limite ā gauche isé ; 
e g z Sybo lisbenpar dia £ (x?-x-1) - (x?+1) =p 
x+a < ON transforme en =S = —_—  — >; 
dans ce i : : VR-x-1 + Vx?+1 yx?-x-l] + Vx2-1 
(dans ce cas, x tend vers a en restant inférieur à a) xX < 2. 
r f imi ê —= re 
DT D pe e la limite est la même que pour = , or Yx? = -x (car 
__3°-LIMITES LLES } Vx2 + yx2 
i x<0) domc on obtient = = + > ; le lecteur conclura 


|m} On se 
J permet d'écri e ormules mneêmotechniques que le 1 CE 
t rire 6 f ; ecteur À 3 


évitera soigneusement d'emplo ici 
ployer "of iellement", Í a re 
+2 ES 


Ce sont : KD) sour E T 2. 5 ta @ Dans inè fraction rationnelle, quand x tend vers un infini la 
Î $ Le et Ari 3 
{pour L Ts à # DR J forme æ se précise lorsqu'on prend le rapport des termes de 
res ? © š LP plus haut degré. 


Get D Logot = -o y 
E e = © 
O8(+®) = +o Dre Exemples (quand x —— +œ ou x —— - œ) 


' -æ = nt 
Get (6 EP = 0, en Lo XI x] 1 1 x? l 
EL PPT RER . ~; ~z à la même limit = it — 
à Formes indéterminées x 2x? + x2 imite que 2x ? soit 7 
{ nn 
A pe = de xx P La x? 
S è Une forme indéterminée est une expression j 4 ECS A x? Riy Ao a Dgn 
(symboliquement) sous l'un des aspects aii pute” x2 = x x? l 
me Sulvants ; 3. His la même limite que — = 7, d'où 0. 

£ xI tx x xX 


F a f : z Sioi 
3 @ Généralisation de la rêgle précédente : méditer les 2 exemples 
D | 
Pr 
On a 


e On dit qu'on a levé l'indétermination lorsq suivants : 
a aaa a 4 


limite correspondante. 
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7 vx : x f 
TEA re) -iin (5) = 1im (ž)- 1. 
| xao a xo À À x+ 


uia (EET). a (eue E) -i 
X+—00 z X+—00 XF j 


iim (l o Na Tin CG) - tim (&)- 1 
— xro \V2+1 + Vx2-1/ Lio \2Vx2 xao \ 2X 


Hin (2 Ne qu CZ = lim (= sri 
xo X2+1 + Vx2-] x+-æ \2Vx2 x \-2x 


. f(x) 0 š 
@ si g(x) prend la forme p Pour x = a (fini), on peut souvent 
souvent 


mettre {x-a)en facteur dans f(x) ET) dans g(x), et la sim- 


plification correspondante permet de conclure. 


} 
} Dans le mê évoi imi 
LE eme cas, on peut souvent "prévoir" la limite par la 


règle de /'Hopital (mais cela ne dispense pas d' 


une preuve 
correcte) : 


+: £'(x) e PE 
i | e Si g (x) °St déterminée pour x = a, la limite est 2 C9. 
$ | Sinon, on passe à f'(x) f" (a) i 8 (a) 
{ e (z) g"(a) ’ Elies 
| | Dr Exemple : V2 1 = V2=% v2-x 
f 


(0) 
Ts Je Prend la forme pour X = |], 


* Il n'est pas facile de faire ap 


paraître le facteur (x-1). 
» On obtient £"(1) = 2 


x), on obtient z'a) 272 


* En dérivant le numérateur f(x) 


Te 


| 
Pi | 
{ 


p r peut 
l'aide de la formule a-pþ = 222b? on ps le prouver ä 
a + b 2PPliquée “haut et bas" 
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Autres cas, 


e Lorsque x — 0, on peut utiliser des "approximations", par 
exemple : (1 +x)® = | +ax (& exposant quelconque) 


Log(l +x) = x , ež = 1+%x 


: a + < 
Si x(rad)=0 : sinx ¥ x, tgx = Xx, cosx= | pa 


peut toujours se ramener au cas prê- 


@ Lorsque x — a (fini), on 


cédent en posant x = a + X, 


-(en effet, x —+ a est équivalent logiquement ā X — 0). 


= ue = l i 
@ Lorsque x tend vers un infini, de même x = y ramène au cas 
Lorsque x tend vers un infini ; 


i 
| 
{ 
$ 


x — 0* ou au cas X — O7. 


i 


4° - CONTINUITE. 


$ Définition : f est continue pour x = a (fini) lorsque 


f(a) existe 


(0) Lorsque f est continue pour tout point a d'un intervalle I, on 


dit que f est continue sur I. 
ES 


ae a Te 


K f est continue à droite (au point a) lorsque f(a) existe, et 


lim [f(x)] = f(a). De même à gauche, avec lim. 


x+at x>a 


-n 


+ {Ensembles de fonctions continues 
RP 
R — R qui 


e On note €(R,R) l'ensemble des fonctions f 


sont continues sur R (notamment, on a ZA = R). 


A dl e Les fonctions constantes, polynêmes, sin, cos, exp, sont élé- 


ments de GR, R). 
è Egalité : f=g lorsque : vxeR a f(x) = g(x). 


e Somme : f +g est la fonction h telle que : 
YxEeR , n(x) = f(x) + g(x). 
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81 
eè Produit : fg est la fonction h telle que : | j Les courbes représentatives (repère oxthanotmé) sont symétri- 
YxER , h(x) = f(x) x g(x). ques par rapport à 1a bissectrice de 0x, Oy (chapitre 1). 


> : roissante, au- 
6 et f nt de même monotonie (si l'une estc L' 
e Composée gof est la fonction h telle qu £ so , 


: de même pour décroissante). 


VxeR , n(x) = g[£(x)] tre aussi ; 
© Produit par À réel : de même, Àf est h telle que h(x) = À x f(x}. 1 LE ? 
j 5° - FONCTIONS USUELLES. 
O A l'aide de ces opérations, on peut munir €(R,R) de diverses “Nr : : : 
| O Dans les rappels suivants, on se borne à donner le "nom" de f s'il 


structures, rappelées au chapitre 26. | 
y a lieu, l'expression f(x), puis le nom de Ce et un schéma en axes 


# $ Propriété fondamentale é 
orthonormés. 


| 

| 
Si f est continue sur un intervalle I, l'image (notée f(I)) de 4 + Fénecion constante LG = k, droite 7 
cet intervalle est un intervalle. | 


parallèle ā Ox. 


à = es . , | e La droite passe par le point (0,k). 
na Re des valeurs intermédiaires, Á Les parallèles à Oy "échappent" à 

Si f (non constante) est continue > roh ny P D'OR 

sur [a,b], et si f(a) # fÙ), alors 


toute valeur comprise entre f(a) et 


ce type de fonction, leurs équa- 


tions sont de type x = k. 


£(b) provient d'un point x (au moins) ê Fonction linéaire | f(x) = ax (a#0), 


de [a,b]. 


> 
y Lt. 


5 x F. droite passant par O. 


Si f est continue et strictement mo- è La droite passe aussi par le point 


~g 


notone sur [a,b], le point x précé- f(a) A (1,a). 

dent est unique, et f est injective è Si a> 0, la droite est "montante", 
sur I = [a,b] ÉD) Farana AN E7) 

Alors, f définit une bijection de I 0 a Xirs b Xx Si a<0, la droite est "descen- 
sur f(I). (les schémas illustrent les dante", (£\). 


2 cas : l'un pour f\,l'autre pour 
Fj- 


O Suite du 2 : 


@ Fonction affine | f(x) = ax+b (a #0, 
Re 


b # 0), droite ne passant pas par 0. 


è La droite passe par les points 
particuliers (-2, 0) sur Ox, et 
(0,b) sur Oy., 
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X Deux droites sont parallèles, si et Seulement si leur coeffi 


cient directeur a est le même. 
S recteur 


(2 Fonction du second degré ES = ax? +bx+e (a #0), parabole 
Se A 


© La parabole a un axe de symétrie, 
me trie 


d'équation x = 2. 


À Fonctions "racine nième" f(x) = Yz (n eN*) 
—— ý è 

e Le cas n = | donne f(x) = 
(linéaire). Ensuite : 

e Si nest pair (n= 2p), f(x) n'existe 


z que pour x positif ou nul ; alors, 


è La concavité est " So es on peut écrire Ÿx = x?2P. 
vers y >0" si E 


a > 0, vers y<0sia< 0. 


4 Fonction homographique f(x) = Zi (c #0 
ee, Cx 
hyperbole. 


e L'hyperbole a 2 asymptotes 
rallèles aux axes, 


e Si n est impair (n=2p+1), f(x) 


existe pour tout x ; on peut écrire : 
1 
2P+ = „ 2p+1 
» pa- Dans ce cas, le point 0 est centre 
d'équations 


a 
y = Pour l'une, x = 


de symétrie de la courbe, c'est aussi 
=d 
x= 7 Pourl'au- 


un point d'inflexion "par dérivée 
= tre. 


infinie" 
©® Le point I d'intersection des 
asymptotes est centre de symétrie 
et les 

bissectrices Ees e sont axes-de-symētrie. 


ions "puissance LE ap = Sä eN) 


® Les cas n=0, ] 


a n PPAS 
e On peut écrire : =x , x doit être non-nul. 


x2 

e Les courbes présentent des aspects différents suivant la pa- 
À rité de n, les axes de coordonnées sont les asymptotes, Oy est 

» 2 sont déjà rap- i 

pelés. Ensuite : 


8 e Si nest(pain D (n=2p), la courbe 


possède un sommet à 1' origine, 


E l'axe Oy pour axe de symétrie, 


è Sin est (impair (n=2p+1), la 
courbe possède un point d' inflexion 


axe de symétrie si n est pair, l'origine est centre de symétrie 


si n est impair. 


et 


à l'origine, avec Pour tangente 0x, 


Ce même point est cèntre de symé- 


trie de la courbe. 
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È Fonctions x” (reQ) CHAPITRE 9 


® À partir des cas précédents, on généralise aux exposants ra- 


nes iconaues, de type r = à (peZ N° d'après cha- DERIVEES. DIFFERENTIELLES. 


e Bien que f(x) = x li soit dans certains cas définie pour des 


valeurs négatives de x, on n'admet i P ; z . 
que le domaine D tel que o N 

x > 0. a 1° -DEFINITIONS GENERALES. 
oo 

e Les é R —#kR 

Schémas montrent les allures des courbes représentatives. O Toutes les fonctions envisagées ici'sont de type f : € 

x ——— f(x) 
e De et Ce désignent le domaine M 


de définition et une courbe repré- 
sentative. 
e xetx +h sont deux valeurs appar- 


tenant au domaine D. et h est un. 


paramètre "proche de 0". 


$ dérivable au point x lorsque le rapport 


_ f(x+h)-f(x) 
D D 


admet une limite finie quand h — 0. 


mate 


è Il 
est entendu que l'on admet le domaine R (ou 


* j è 
b est dans des cas 40, VE où R ) si l'on | os o Lorsque f est dérivable au point x, on appelle la limite de 
ü d j rín) : nombre dérivé de f au point x. 
ig d 
LL ne 2 _32 
| | | STE À Exemple : si f(x) = x?, au point 3 on a : r;C(h) = TE 3L, 


-6h + h? 


d'où r, (h) = = 


= 6 + h, d'où le nombre dérivé : 6. 
re 

+ L'application qui, à tout point x où f est dérivable, fait corres- 

pondre le nombre dérivé en ce point, est notée f' ou pn et appelée 

e L'ensemble D' des x, tels que f'(x) soit le nombre dérivé de 

f au point x, vérifie D'C; (on peut avoir D' = 2), et on 


dit que f est dérivable sur D'. 
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P W Exemple : si f(x) = x?, au point x supposé fixé on a : 
r (h) = the = x, d'où r (h) = sr = 2x+h, d'où 
f'(x) = 2x ; dans ce cas, D! = 2; = R. 
- O Pour un point x particulier, il peut n'exister pour r xh) qu'une 


limite à droite h— 0° ), dans ce cas f est sans dérivable 


à droite au point x ; de même pour dérivable à gauche (avech—»0" ). 


* o 
érivable au point x signifie dérivable à droite et à gauche, 
avec limites égales pour rT x) S 
nr 


(0) Si f est dérivable au point x, f est continue en ce point. 


0 Si f est dérivable sur D', f est continue sur D'. 


{ 
ð Une fonction continue n'est pas nécessair 


KES 


Ri ATION GRAPHIQUE DES NOMBRES DERIVES: 


$ -nombre dérivé f' (x) au point 
x fixé et i ) 
pk 4 rH une représentation graphique Ce. Le point (x, £(x)) 
est noté M. 


Tprétation 
Au pointMdeC 
à C 


Eu 


£ la tangente 
g eSt dirigée par levec- 


teur ( : ž 
f'(x) 


x .Dans le cas d'un repère ortho- 


£Cx)/= 


normě, si Q est la mesure d'un 
angle de cette tangente avec la 


droite Ox, on a : tga =f'(x). 
e e, 


ement dérivable. / 7 


@ cas divers 


poi 


gauche, 


Le cape 


P 


n 


ax 


D gi fest seulement dérivable ādroite au p 
i 
t Mune demi-tangente ä droite (de mem 
n 
illustre lecas : f continue, 


les limites correspondantes der, (h) étant dif 


D Si Ty (h) tend vers un infini, 
si f est continue au point x, 


ndant, 


€ 
oint M une tangente parallèle à Oy. Pa 
ler de dérivée infinie, les schémas 


cas parmi plusieurs. 


ORMULES DE DERIVATION. 


RUE (neN) 


(neN) 


eiz 0 
27% Goro 


a-1 (a exposant 
quelconque) 


oint xX, Ce admet au 


e à gauche). Le schémdi) 


dérivable à droite, dérivable ā 


férentes. 


f n'est pas dérivable au point 


il existe au 
abus, on peut par- 


@ et Gjillustrent deux 


érivés 
Le tableaux suivants ermettent de calculer des nombres dér 
s table P 


cosx 


-sinx 
l 


2 EEL 
(l =tgx) où Lors 


2 PE o, 
-(1 +cotg^x) ou EEEE 
l  (x#0) 
XxX 


X 
e 
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Les formules suivantes permettent d'exprimer des dérivées dans la 
plupart des cas usuels (f,u,v, wsont supposées dérivables). 


e Sommes f=zu+v-u—f'=u" + v" - w' 
© Produit f = uv => f' = u'y + uv' 
" Lu'v - uv' 
> £ e 
Eau => f' = gu% !y' (@ exposant- 
quelconque) 
i @ Produit parÀ f = ìu => f' = Au'silest constant 


e Rapport A E 
v 


e Puissance a 


K composée de plusieurs fonctions dérivables, 

si f = uovow, autrem nt dit : si f(x) = u(viw(x)]), {55 
£' = 

(x) = u'(v) x y! (w) x w'(x), formule imparfaite mai Ne 
F Exemple : fue cos(vx? =T), on veut f' (x). 


* On décompose f en n posant : f(x) =u 


» u= COSV, v= y, w(x) =x? -1], 


* on obtient ; u Tv) =-sinv, v' (w) = 


| D e 2x, 


mE < d'où f'g =- 1 
i x) sin (Vx? =T) dr = * 2x = zx sin (Yx7=1) 


Yx? =] 
e — pa 
| u'(v) v'(w)  w'(x) 
<l i : - 
est entendu qu'on doit appliquer la formul 7 Pr 
à tous les termes en fonction de "4 i7 


Exemples usuels : ( ) K 
bed 1 : (u u est Fenne plus haut i ? 
. r 


BOT 
qu 2 u > > 
CAS DES FONCTIONS RECIPROQUES 


O sur un domaine I 


(Loglu|)" = 2, (eu). eu 


» Si f est dérivable 
si de plus f est strictement monotone 
E une PER 


on sait que f est conti 
nue 
» On sait qu' elle défin it 
la fonction réci 
Of(x) = x (sur 1). 


Dans ces conditions, 


Fu rifie fof” ! (x) =x et f™! Proque f7!l 


89 


i Posant f(x) = X pour simplifier, on obtient f- Go di 
e 


mme une fonction composée, on a E 5 (X) x x'=1 


e Dérivant co 


en d'autres termes : (£?) °c) = EG) 


Pour tout point X de £(1), £7} est dérivable, et l'on peut 
e Po 


énoncer : 


Au point x, f a pour no 


mbre dérivé f'(x) : 
a pour nombre dérivé EG 


Au point X = f(x), f 


ivé infini ur 
%X Si l'on admet les "dérivées infinies", cela reste valable po 


f'(x) = 0. 


O Interprétation graphique 
e En repère orthonormé 
par exemple, le résultat 
précédent se traduit par 
la propriété géométrique 
suivante : 
e En des "points réci- 
proques" P et M des cour- 
bes représentatives de 


E et f, les tangentes 
à ces courbes ont des pentes inverses l'une de l'autre. 


e On pouvait prévoir ce résultat à l'aide de la relation 

te(D-o =—l , puisque M, P, et les tangentes correspon- 
tga 

dantes sont symétriques par rapport à la lēre bissectrice 


(y =x). 


o IDIFFERENTIELLES. DERIVEES SUCCESSIVES. 


@ Différentielles. 


En tout point x, où f est dérivable, on appelle : 
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; i dérivée troisième, 
: uer, on obtient la 
e Si l'on peut contin 3 


dif 
notée f"! ou g3? etc... t 
ième Î 


différentielle de f en xo 


on R—R | 
la fonction linéaire, de schéma i M 
a x ——— f'(x) xx X | 


e Cas général : au rang n, on dit dérivée n 


TE A n 
f i À Exemple : si f(x) = x?, on obtient : j (n) dE, 
0 / 3 on note : f ou — 
t- Ja R———R AM dx 


* Aupointxs = 2, ladifférentielle a mples 
pour schéma A re 1 
x À, t Exe 
l1. Si f(x) = x 


E" (x) = 6, puis £™} (x) = 0 pour n > 4. 


3 4 3x + 2, on a f'(x) = 3x? + 3, f"(x) = 6x, 


Au point x, =-3, ladifférentielle a pour schéma R R 


x mi r A a 
DE ti Le 2. Si f(x) = sinx, on a f'(x) = cosx, f"(x) =-sinx donc f" =-f, 


À À Remar ue : $ a 
KÝ j que : dans un même système d'axes, la tangente à Ce au ui oone ti" de SE, gO) =-f" donc AO = f ; et 
L point My (d'abscisse x5), et la droite is de 0 ésentant LE : nr E 
; la diffēë iell sue de TS = "tout recommence". 
19 iireérentie R = | 
te i k e en Xo, sont parallèles (même coefficient 
—— 
irecteur f'(xo)). RE TS j 
i 6° - COMPLEME ; À 
D Notations ? pour des raisons qui = __AÀ l 
dän E. a ie qui ne peuvent pas être exposées IS | . 
s ce livre, on désigne la différentielle de f au point x $ Théorème : si f est dérivable, 
LI ESS à PA 
à par l'une des notations dy ou £'(xo)dx 4 0 + f est croissante lorsque f'(x) est positive. 
` e i ; ~ > écroi e F'(x) est négative. i 
En pratique, on retiendra et utilisera sans justifi ; Re ii : 
nig lfication : ÿ Ses : i i 
dy = f'(x)ax ou dy f(x) - O ce théorème (cité au chapitre 8) est admis, au niveau de ce | 
= XxX 
ax t livre. ; 1 
b on pourra écrire JE = __1 RCE À P : 
FA f'(x)? t l'on pourra applique : @ Théorème : si deux dérivées f' et g' sont égales sur undomaine I, les { 
T ces +, es "A 5 À 
mules à toute notation autre que y et FA ns fonctions correspondantes diffèrent d'une constante, c'est-à-dire : | 
d = X j par exe à 
* = g(t), on a dx = g'(t)de. Ceci sera trè ; "ple, sii l (£' (x) =g' (x), YxEI1) => (f(x) =g(x) +K, Yx EI). | 
tégrales (chapitre 15). = Utile pour les Convexité 
@ Dérivées successives oh os 4 O Concavité :la notion intuitive de concavité (os 
F Oan d'une courbe (plane) Ce résulte des schémas. 
a manièr : A PRN x ] 
À a e dont on passe de ERA ET, osi I'on peut à On peut dire que la concavité correspond à la Ce 
â ses nomb érivé ï ass " TEN EF pas 
pa res dérivés puis à sa dérivée, on dit Pass notion courante d'"intérieur d'un virage". goncavite 7 i 
ernière est la dérivée seconde de f, et que Ce Convexité 
TR dérivable. ? que f est deux foi, @ Graphiquement (si f est 2 fois dérivable) la concavité est "du 


côté y positif" lorsque f"(x) est positive, "du côté y négatif" ` 


© La dérivée se é Z 
conde est notée f" ou 92E 


lorsque f"(x) est négative. 


p= l 
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O Inflexion : une notion intuitive d'inflexion 


est donnée par le “changement de côté" de la 
concavité, 


CHAPITRE 10- | 


un point d'inflexion correspondant 


à l'endroit précis où la concavité “change de c 
an 


= £ 
côté". 


PROBABILITES. AXIOMES 


point 
d'inflexion 


@ Graphiquement on peut dire que la 


>» en un point d'inflexion, 


courbe "traverse sa tangente", 


@ Les points d'une courbe d'équation y = f(x) (f 2 fois dériva- 


ble), pour lesquels f"(x) s'annule avec changement de s 


igne, hasard, par exemple le jet d'un dé à jouer, le tirage de 4 cartes 
> 1: 5: | i | 
sont des poënts a uflexion. d'un jeu de 32, etc... On ne peut pas prédire le résultat, mais 
© :: PTOPTIËTÉ précédente n'est pas Caractéristique, il existe | gn peut "uathénatiser les ne 
des points d'inflexion où E" (x) "est infinie" | 


> et des points 


où f'(x) e 13 it i 
) est nulle sans qu'il-y ait inflexion ; On peut trouver 


e En langage courant, lorsqu'on joue à pile ou face avec une 


des exemples au chapitre 8, 


pièce de monnaie, on dit qu'on a "une chance sur deux" d'avoir 
Etg r à 
A i A % | pile, et de même pour face. 
LES ES Eu f © On sait bien qu'en jouant deux fois, il ne sort pas obliga- 
Plerye.) PAGS | 


toirement un pile et un face, malgré leur 
Le 
respective. 


“chance sur deux" 


§ o La 


théorie des probabilités a pour but de préciser et de ehiffrer 

——<<$ Propalilites EE ERErer 

les notions relatives aux phénomëènes aléatoires (soumis au hasard). 
== 2 eatoires 

K Au niveau de ce livre, 


on se borne au cas des phénomènes dont 


les résultats possibles sont en nombre fini, ce qui permet des 
Te rını 
dénombrements (voir chapitre 3). 


Con 
K Le lecteur est vivement invité LT. 
dalna 


ne pas traduire abusivement 
les résultats théoriques, 


Car il n'est pas impossible qu'un ré- 
sultat qui a "une chance sur dix" ne se produise pas, 


même en 
500 expériences... 


2° - DEFINITIONS. 


-Pour une expérience donnée (vraie ou imaginée), on appelle : 


Scanné avec CamScanner 


éri "i Ît soumise au 
C Soit un phénomène ou une expérience dont l'issue paraî T 


Ep EN 


ta 


PS 
pb E r 
A 95 


94 


F $ Evénement Élémentaire (ou cas possible) chacun des résultats 


qui pourrait être obtenu. 


- A a E / 
rF=E $ Evénement Favo rable {ou Cas)favorable) chacun des résultats 
f 


que l'on souhaite étudier ou obtenir, 


# deux événements e, et e, sont in- 


ncompatible 


$ Evenements 
/ lorsque la réalisation de l'un exclut celle de 


compatibles, 


! P à a 
Libé ej et ez incompatibles >e, Nez = ÿ 


événements qui ont des probabilités 


$ zé ements équiprobables_: 
égales (la probabilité est définie au 4°). 
~% Evénements [indépendants |: 


réalisation de 


I Exemple : dans le jet d'un dé à jouer usuel, il y a 6 cas pos- 


sibles (obtention du 1, obtention du 2, ..., obtention du 6), 
i deux événements sont indépendants 


* Si l'on veut étudier l'obtention d'un résultat impair, il y 
l'un n'affecte pas la probabilité de 


lorsque la 
l'autre (voir aussi 4°}. 


a/(S)cas favorables (obtention du 1, obtention du 3, obtention 
D Ne pas confondre indépendance et incompatibilité. æ 


du 5). 
$ Univers : pour une expérience donnée, l'univers est l'ensemble 
(noté N) des événements élémentaires. >v a: pere: 00 


(2 Evénement : un événement ("tout court") est une partie de Q. 


E 7 
© La partie Ø est l'événement impossible. 
Ni te 
e Les parties à | élément sont les événements élémentaires. 


3° -NOTATIONS USUELLES. 


Í i i Evé r ondants 
[D Soit un univers Q, P(Q) L'ensemble des événements corresp S, 
des événements, c'est-à-dire des 


on désigne par e, ejs 2» ++. 
P Pana 
parties de R (ou des éléments de Pea) ; on peut envisager d'au 


© Les autres parties sont des événements. 
tres événements, en particulier les suivants 


: M S 
° La partie pleine N est l'événement certain 
—_—__————— 
: événement qui est réalisé si et 


© Ensemble des événements : cet 
gs cet ensemble est PCR), à ne Pas confon- e E> fez (signifie e; er ez) 
: seulement si e, et e, sont réalisés "à la fois" 
R À Exemples. Pour le jet d'un dé à jouer, si L'on symboli i == 3 
t cas possible par le nombre correspondant g e @ e Ue, (signifie e, ou e2) : événement qui est réalisé soit 
soona: F i 

i Ja {1,2,3,4,5,6} : univers. avec e, seul, soit avec e, seul, soit avec è Ne, . 

. N) = 1 . haana | 
(2) 19,117,02),...,{2,3,8,5,6),n f : ensemble des 5 Fr z (signifie contraire de e), ou Les où re : E est réa 

vén js 

lisé si et seulement si e n'est pas réalisé. 


yai 
le (signifie e, sachant e,) : événement tel queie, est 


ments. 
- {2} 3 événement élémentaire "obtention du 2" 
°- {1,3,5} : événement "obtenti 
À Obtention d'un nombre impair", 


réalisé en supposant que 


° Q (univers) est l'événement “obtention d'un ré é& 3 n a déjà pose 
g résultat", À E 1 Pour le jet d' 3 
xemples. Po e jet d'un dé à jouer, o éja é 


Q = {1,2,3,4,5,6}. 
On considère e, = [1,3,5} (obtention d'un nombre impair) 


X Remarque : o ex ; 
q n exclut de la théorie tout "faux Problème" tej, 
8, = {1,2,3} (obtention d'un nombre "petit"). 


le dé reste en équilibre sur une arête... On pourra; 


que ce genre de i : 
8 situation est Ø, bien que Ø n'ait pas 7 


aasa S 
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* e Ne, = {1,3} est l'obtention d'un nombre impair et petit. 
* eUe, . {1,2,3,5}, l'obtention d'un nombre impair ou petit. 
i * &, = {2,4,6}, obtention de "tout sauf un impair", (donc d'un pair). 
e : | $ miss : il s'agit de supposer ue et dans cette hy- 
et 2. | pothèse on examine BK €, le, est l'obtention d'un nombre" petit" 


C r` dans le cas où le nombrè est impair : on dénombre alors(3)cas 


+ | possides (1:53; 5) et(Deas favorables (1,3). A 
—> kro Pour e 2/e, tout se passe comme si i l'univers était e | 
1 


4° -PROBABILITESSAXIOMES “© 
z Ef [2,35 } PET Notes 


(J inition : une probabilité est une application, notée Prob, Pr 


P) — CAR RER 24. A 


/ 


ot P, de schéma Prob : 
e —— Probe) 


À qui doit vérifier les d i AN A 
eux axiomes : ur i” 


M Prob(9) = 1 (le certain est Y probabilité 1) 


Q Si eNe, = ø 


A (m) Commentai : i i i 
aire 1 axiome | traduit la notion "100 Z de chances" 
» 


» alors Probe; 


e2) = Prob(e;) +Prob(e,) 


axiom : 
1 e 2 concerne les & enemen T ré à 
' V ts incom at ibles leu union 


hacun. Ces de 
l'application Prob réalise ue 


a pour probabilité la somme des probabilités de 
c 
axiomes sont ceux des "mesures", 


“mesure des chances". 


K Probabilité « naturelle » : en réalité 


LA 
» une seule application tra 
ntuitives, cette applicat 


duit "raisonnablement" les notions i 


' est définie par : 


Prob(e) = nombre de cas fäv. rables à e 
nombre de cas possi les 


kid Exemple. Pour le dé dont l'univers a déjä êté noté Q={] 2. 
» 


* Sie = {1,3,5} on a Prob(e) “2-2 


1 
_Prob(2) = + Lee, Prob(6) = +, 


+ Prob(l) = cr 
ts d'un jet sont équiprobables. 


autrement P : les 6 PrN 
E- Prob(l et 2) = 0, l'obtention de l exclut l'obtention de 2, 
autrement dit : | et 2 sont incompatibles. 
j'axiome 2 permettait de le prévoir 


2 1 
° Prob(l ou 2) = 6 3? 
1 _1 
A 
nt de cas favorables que de 


6 A 
+ Prob(f) = %7 1, car il y a auta 


possibles. 
| s ž n 

° Prob(Ø) = 0, car il n'y a aucun cas "favorable ā rien , une 
; š o 

era un résultat (convention, fin du-2°). 


fois le dé jeté il donn 


ò Propri 


ces 


ee Prob(e, Uez) = Prob(e,) +Prob(e,) - Prob(e; Ne,) OJ 
comme pour Card, et pour toute "mesure". Re. 
se e 
de Prob(g) = 0, l'impossible a_une ro nulle. RT 
TE) ZA H 
| \ 2i SA 


 _æœe Prob(e) = | -Prob(e) | 
Prob (1) Tae 49) = Prob(e2) *Prob(e,/€) ` 


toute valeur de Prob est stric- 


Prob(e, flez) 
0 et Prob(Q) = 1, 


z @ sauf Prob(9) 
tement comprise entre 0 et 1. 


me o 
© Evénements indépendants : avec plus de précision qu'au 2°, on 


caractérise l'indépendance de e, et e3 par 


| l e, et ez indépendants <Prob(e,/e,) = Prob(e:) 


X Il revient au même de caractériser l'indépendance par la for- 


mule : Prob(efle2) = Prob(e;) x Prob(ez) |^ “+ 


[ Cette formule montre que "l'indépendance est réflexive'", on 
peut échanger les rôles de e, et e, dans la définition. Lors- 
que l'indépendance n'a pas lieu, e, et e, sont dépendants. 
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e 
5? - COMPLEMENTS. | “TASU 
$ kd x ` = * 

È Soit un univers Q, et Paie des événements correspon- 

dants. 

ps, 

ele couple (N,@(Q)) est appelé espace probabilisable. 
(2 Soit alors une application Prob définie comme au 4° (et vérifiant 
mme 
les axiomes). 


eLe triplet (2, PQ) Prob) est appelé espace probabilisé. 


En pratique, Prob est la probabilité "naturelle", mais cela n'ex- 


clut pas l'étude d'autres applications Prob " 


théoriquement vala- 
bles". | 


O Cas général : si l'on n'étudie qu'une certaine catégorie d'évé- 


nements relatifs à Q, on ne s'intéresse qu'ä 


céptaines parties de 
Ks 


Il est nécessaire que l'ensemble des parties étudiées possède 
certaines propriétés (sino 


n il est impossible de le probabiliser), 


. les- propriétés de tribu. 


BCIE 


possible. 


e P(Q) est une tribu, “la plus grande" 


(2 Un espace probabilisé est un triplet ( 
1. À est une tribu de PR) 


2. Prob est une application 


B, Prob 


B —- [0,1] 


e —— Prob(e) 
qui vérifie les 2 axiomes déjà cités : 


Prob(Q) =1; e, Ne, =Ø => Proble, Ue,) = Probe 


: 1) + Pro 
S- : 
= X Exemples. Pour Q = {| 52:3,4,5,6} correspondan 

B = 19,11,3,5},{2,8,6},0! est une tribu. 
En posant e, = {1,3,5}, ez 


t au 


= {2,4,6} et en Prenant po 


l'application d 
Prob(ģ) = 0, 
on peut dire qu 


" 
pairs "en bloc 


i ce 
d'un dé. On remarque l'analogie de 


"pile ou face". 


99 ja 


éfinie sur B par : | 

Prob(e,) = Prob(e,) = —,Prob(f) = 1, 
‘on a probabilisé ce qui concerne les ai 
, et les nombres impairs "en bloc" dans le jet 


"pair ou impair" avec 


aan 
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CHAPITRE 11 


VARIABLES ALEATOIRES 


- INTRODUCTION. 


[O Au chapitre 10, on a symbolisé l'obtention d'un nombre par ce 
nombre, pour le jet d'un dé. D'une manière générale, il est né- 


å A z mee 
essaire de symboliser les événements par des lettres ou des nom- 


: L 
bres, sinon l'on se perd dans des périphrases lourdes et incommodes 


o En P 
ratıque, on définit des codages des événements élémentaires 


ä l'aid > éri 
ide de valeurs numériques, le plus souvent prises dans Z. 


+ On comm c a 
; et un certain nombre d abus, notamment celui où l'on défi 
nit une värl: al $ 
v iable aléatoire comme etant une application, ainsi que 
celui où Le) tte licati [el V. = 
l'on confond cett app ation avec ses 
aleurs. 
sS Lel lec 


teur ne s "y trompera pas. et: o r 
paa a La 


tion l'u 
ze = Z l'univers 9 Q étant donné, on appelle variable aléa- 
ee j 
on note X, toute application définie de de 9 dans R ; 
mettant d Re. 
e décrire sans ambiguité les čyfnenenra en les reni 
= TÉDETENES 
plaçant 


par des valeurs numériques, 


F Exemple et abus : au jeu de pile ou face, on Be. = 

me , u x 

symboliser l'obtention de pile par P, de face rra 
par 


peut décider de "coder" P par 1, F par 0, On obti 
ient 


variable aléatoire X : 9 ={P, F} —— R 


définie par : jr — xP- 
F ———— X(F)= 0 


+7 MAE pee 2 / E 
2 | 


P 101 


e Un abus très fréquent : 
très ireqé 


x = 0 pour F. 


e En toute rigueur, 


O En pratique, l'emploi de 
F probabilités proprement dites, à cond 


nablement Prob. 
D 


i ŸT Exemple : reprenant l'exemple précédent, on pose : 
1 
Prob(X=1) = $ puisque Prob (P) =4, et Prob(X=0) = 5 


e On pourra donc s'intéresser à Prob( 


de même qu'à Prob(X<x), etc..- 


valeurs de X, 


[O] Généralement, on utilis 
à l'aide d'une variable aléatoire X, 


(de some 1). 
e Loi de probabilité : : f(x) = 
. xE{-2, 1, 3} => f(x) = 0 car (X =x) est impossible, 


probabilité nulle. 


Æ Fée ) = 


: écrire X = | pour désigner P, 


à condition de "transposer" 


et 


on doit écrire P = xX (I) et F= x (0). 


i variables aléatoires facilite l'étude des 


conve- 


de même. 


X=x) pour différentes 


FONCTIONS ASSOCIEES A UNE VARIABLE ALEATOIRE. 


e deux fonctions pour décrire un phénomène 
CE — 


ce sont les suivantes = 


= Prob (X =x) s'étudie directement. 
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. x = -2 => f(-2) = Prob(X =-2) = À 5 
-2) = —, de même f Eel 
f(3) = 5 ” ž an 
+ On obtient trois points hors de l'axe Ox, tous les aut 
| res 
Fos cet axe ; on a coutume de ne tracer que les segments 
verticaux" correspondants, d'où le diagramme en bât 
ons ci- 


dessous. 


f(x) =Prob(X =x) f(x) =Prob(X =x) 


hr. res 
e Foncti ip iti 
ion de répartition 
: F(x) = 
? Eenes ) = Prob(X X $x) s'étudie direc- 
6 . i 
Pour (x)fixé tel que x < -2, X< x signifi 
événement impossible, d'où FX) 0... = Z 
+ Pour x = - 
2, X$ x se réduit à X = -2, d'où F( 27 


e Pour x 
fixé dans [-2,1[, X $ x se réduit à X = 


-)% 


VS: 


F(x) = 5 
A7 + Pour i h p 
pŠ a zs x é 
Í F(z) = “he 5. se réduit à- PAK =-2)U(X=1) d d'o 


° UE: x fixé dans [1,3[, de 


p mêne F(x) = ++ 2 2. 


EST à 

Q Pour x = 3, comme pour x fixé 
supérieur à3, demême F(x) = 1. 
e On obtient une représenta- 
tion graphique "en escalier", ` 11% 


ou courbe cumulative. 


We + 103 


xk Remarques 


ur la loi de probabilité f, les valeurs sont dans [0,1] et 


1. Po 
a la somme des valeurs est l. 
2. Pour la fonction de répartition F, 
la plus petite des valeurs de X, 


F(x) = 0 pour tout Xx inférieur à 
F(x) = | pour tout x supérieur (ou égal) à la plus grande. 
alier, croissante. 


F est une fonction en esc 
3°- VALEURS NUMERIQUES ASSOCIEES A UNE VARIABLE 


TALEATOIRE 
eurs numériques pour décrire un 
eaa We x, 3 


on utilise trois) val 


CO Généralement, 
e aléatoire X. 


omēne ā l'aide d' une variabl 


phên 
x 


eurs de X sont notées x, a 
Ses E (xa) 


2 
E(x) E(x, $ 


| E(X) = Dart] 


i (x; -m)? x f(x) 


_ 0 Notations : les val 
Poe, 
les probabilités respectives : 


) deX : 


défini par : 


De Espérance mathématique ‘(ou moyenne 


e Nombre notéE(x), oum, 


N 3 Mmes 
| GX Variance deX, notée V(X), définie par V(X) = 
aa . i= 


e Cela revient à : ; 
1 9 # 


| "® T itep] = [Ew] 


3 De Écart-type (ou coefficient de dispersion) de X : 


défini par : 
| 


Loco = VX) | 
l (du 2°) i 


Fr Exemple : reprenant X el-2,1, 3} avec probabilités» p š 


On obtient : 


E e Nombre noté O(X), 


RP VAN ET 


. par la lère formule, V(X) = (2 -iy xd ( -4 de 


1 
2 
. Par la 2ème formule, V(X) =+4 x + + 1 i sxt- f | 
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< On a donc dix) è ‘©, d'où o(X) = De a 1,8, 


O interprétations 
e E(X) peut s'interpréter comme la "moyenne" des valeurs de X 
: - . . . . _ 3 

qui résulterait d'une infinité d'expériences. Elle n'est pas 


nécessairement l'une des valeurs attribuées à X. 


e V(X) n'a pas d'interprétation simple, au niveau de ce livre. 
e o(X) peut s'interpréter comme un "écart" MOYEN peter | 
nl théorique E(X) et celle guton pourrai observer en réa- 
lisant des expériences ; le lecteur l'interprétera mieux à 
l'aide du chapitre 12 (3° et 4°), ouX 


4°- OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES 


$ Variables aléatoires indépendantes Lx et Y sont indépendantes 
» 


lorsque 


tout événement relatif ā X est indépendant 
(&ë) tout événement relatif à Y. 


ar En pratique : Xet Y indépendantes signifie (pour tous xet A 
Prob[ (X =x) N (Y =y)] = Prob(X =x) x Prob(Y =y) 


o o Dans ce qui suit, il est entendu qu'il ne s' 
p aléatoires indépendantes (ce qui explique 
bitités qui interviennent). 


EE somme de X et Y indépendantes) 
Z=X Ay est a aléatoire qui prend pour val eu 
TS 
les sommes possibles d'une valeur deX et d'une valeur c 
avec la probabilité produit des probabilités respective 


avec les différences "dans l'ordre 


De même pour X - Y, 
= et la probabilité : produit des probabilités des ter 
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(indépendantes) 
T = xY est la variable aléatoire qui prend pour valeurs tous les 


produits possibles d'une valeur de X et d'une valeur de Y, 


avec la probabilité produit des probabilités respectives des 


termes. 


¢ Produit de X par la constante À (homothétie de rapport À), avec 


a #0 
x' = ÀX est la v 


ariable aléatoire qui prend pour valeurs les 


produits par À des valeurs de X, 


avec la probabilité inchangée. 


X et Y sont supposées indépe 


ndantes, et données à 


À Exemples : 
l'aide de tableaux. 


Valeurs 


Probabilités Probabilités 


ut dresser 2 tableaux, l'un pour les sommes de 


© Somme 
babilités respectives. 


valeurs, 


: on pe 
l'autre pour les produits des pro 


qui sont évidemment 
bilités 


e La valeur 3 est obtenue dans deux cas, 


incompatibles, on lui attribue donc la somme des proba 
see 


l 1 l 
— et z de chaque cas, soit 3" 


Valeurs 


e On obtient : X+ Y 
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© F roduit : de meme on ruit le table u rodu E d 
o 1 
, on C st a des P sS 
. 
p es 


e s l 
1 
valeur , celu des produits de probabilités est le mem 
e que le 


précédent. 


è La valeur 0 
e 
st obtenue dans trois cas (incompatibles) 
, on 


prend donc la probabilité Ts ai 
6 4 72 “ 2 COMME déjà dit plus 


haut. 
Valeurs 


e On obtient : xY 


Probabilités 


Dro. 


p ro pri étés. 
e E est linéaire : 


E(X+Y) = E(X) + E(Y) 
E(AX) = }E(X) 


E(X-Y) = E(X) - E(Y) 
E(XY) = E(X) E(Y) 


Pour X-Y, 
e Il se trouve que : 


Ceci est dû à l'indépendance de X et Y. 


se 
La et g ne sont pas linéaires, cependant on a : 


| 

x l v(xÉY) =y(X)+V(Y), les variances s'ajoutent dans les 2 cas. 
2 cas. 

x eL A2V(X), d'où oCAX) = lalo% | 


A à & à 
C3 (E)(£) CHAPITRE 12 


z8 Noer 
= g Zunba a 
Pa Lu 
CE ed E 107 aN 
; { A 
(on ] 


i „2 E 
T THEOREMES DE PROBABILITES 
re 


4o - TIRAGES DE BOULES. „< A i 


t 2 sortes de boules, 


‘x LOIS E 


les indices | 


g Notations- Une urne contien 
nombre to- 


elatifs ā une sorte, les indices-2 à l'autre. Le 


sont T 
tal de boules est N, décompo Le nombre de 
boule posé de même en nı et n2: 


sé en N; et N2 = N-N1. 


s tirées est n, décom 
X on suppose que chaque boule a la même probabilité d'être tirée 
d'un tirage déterminé. 


boule de l'urne, lors 


que toute autre 
le tirée est 


: chaque bou 


e la suivante» ou 


sans remise (ou exhaustif) 


elle ne partici 
"en bloc" les n boules ; 


* Tirage 
ge d 
on doit avoir n <N, 


conservées 


pe pas au tira 


bien l'on tire 
ni x c?2 


ny < Nis P2 < N2: 
s _ _Ni N2 
ans remise * Prob(ni» n2) = -a 
C. 
N 


Loi des tirages ST 


e tirée est 


chaque boul 
e de la suivante» 


* Tirage avec remise (ou Bernoullien) : 
z ne avant le tirag 
ndant des autres, 


emise dans l'ur 


examinée puis T 
e d'une t supposé indépe 


pas de limita 


boule es 
tion de M» 


n, et n2: 


chaque tirag 
n nz 
ni \ N2 2 
a= 000) (T) 


: Prob(nio 


rne. 


Loi de 
les dans 1a même U 
éné i a3, ben sortes de bou 
K on peut généraliser A 
| Do. foi BINOMIALÉ: 
tre que la loi des tirages avec remise» 


n'est 44 


p 4 
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n termes de variables aléatoires i 
É d : soit X telle que E(X) = 4 et o(X) = 0,5. 
2, on a àg = 1, d'où Prob(|x-4| >1) <5 


té que l'écart |x -4| dépasse 1 
ennn 


fr Exemple 
e Si l'on choisit À = 


Ca) Soit 1 
e 
» Soit ( € (8)), on pose 
o l'univ rs N [8] e un evenement e 9 QR a probabili 


. Autrement dit è, 
\ 


Prob(e) = p. L'évé ù 

) L'événement contraire de e est e =Q -e 
0na 

jorée par % 4 ne 


| Prob(e) = q=1-p. 


@ On imagine 1'é v e 
épr 
preuve correspondante répétée (h)fois chaqu 
: q 


est ma 


. On peut 
x dans [3,5] est au moins égale 


"passer au contraire" et dire que la probabilité 


' ä 3 
d'avoir 7 


[ Le nom d 'écard-type (ou coefficient 


est justifié par le rôle de g dans l'iné 


| fois indépendante d 
es autres, et l'on com - 
pte le nombre de foi 
is 
de dispersion) donné à o(3) 


s aio 
où l'événement choisi (e) se réalise : soit ce b 
; : @ nombre. 
# @ On peut écrire XE{0,1,2 (ke) n} 
nR stagi 


bloi mn . 11,2 f |] 
: i de robabilité d | ) = Pr ( = 
i binômiale lo P e e X, ou jf (x ob (X x) 


e Si x¢Ẹ{0, 1,..., n}, on a Prob(X =x) = 
gi 
i kKE(0,1,..., n}, on écrit Prob(X =k) = C 


égalité précédente. 


si À croît, 5 décroît, la majoration de probabilité 


gmente 
es probabilités faibles. 


ok Remarque $ 


diminue lorsque l'écart étudié au : on observe pourtant de 


tels écarts en réalité même pour d 


k k n-k 
nP a 


ES GRANDS NOMBRES 

= Il s'agit d' inégalité, pour un grand nombre d'épreuves répétées. 
Pia 

événement ee P(R), et Prob(e) = p. 


sa probabilité est P. 


è On dit aussi loi 
si loi des é a 
preuves répété P 
pêtées n fois. 


Ce) Propriétés : E(X) = np, V(X) = npa] ' 
Preuves succinctes : 


. En | 1 épreuve 1! 
3 espérance "de e" est 1 x 
p+0xq=p, enn 


= @ On appelle succès l'obtention de e, 


Q- e, sa probabiłité est 


épreuves indépendante ur 
s on sait qu'o 
qu'on a E(X) = np, Le linéarité. @ on appelle échec l'obtention d : 
ppelle êchec obtention de e = 


D q = p? "apep 
e même, La: variance "de e" est 12 Xp+ 0? x 2 on 
P ” 


__ peut l'é = 
P écrire p(l-p) ou pq, eton sait : V(X E -pa 
)= pq+ pq+-. -+ pq= npq. x i 


O on considère n épreuves indépendantes (comme pour la loi binômiale). 


E-TCHEBYCHEV: Rx PT ASE a y | £ E y 
 @ A la première épreuve, soit X, le nombre de succès (X, =! ou ). 
Wa = 
_ @a411 deuxième épreuve» soit X, le nombre de succès (Xz =l ou 0). 
` 
ä la 


Q: Pour toute variable aléatoire X telle que E(X) PAT 
= met (X) = 


on peut écrire pour tout réel 
HR n (Vappi 


l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev 


Prob(|x-m| > (jo) < 


= ] ou 0 est le nombre de succès 


@ Et ainsi de suite, Xa 
nine) épreuve. 
i è 6 1 ... +] 1 
Q Le nombre de succès en n épreuves est (X +X, + x), et la 
+... PX 
X # X, a" 


> m p 
s en n épreuves ast D ee = 


i fréquence des succê 


grands nombres (d'ép 


O Cette iné ité 
galité n'est uti š : ¢ 
ile que si À > ] Esi l'on ne conan 
onp: 


que m et g sans connaître la loi de probabilité de X 
CT sino 


reuves) résulte del 'inégalité de 


' r 
l'on trouverait "exactement" la probabilité 
O La loides £ 
gienaymé-Tehebychev appliquée à la variable aléatoire F; 
pee o SO a ET 
7 mn cree 
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- e Calcul de E(F) : pour chaque Xis E(X;) = lxp+0xq=0p 
~ pour leur somm é ; i 
e l'espérance est np ; pour F on a une homothétie 


1 
| de rapport T d'où E(F) = Exnp ; ; E(F) = pe 


d'où VX) =p(l -p) =pq. La variance de la somme des X; est la 


somme des variances, soit npq. Par homothétie de rapport L, 


on a V(F) -4x npa : VCF) = PA, a! abo -/4 . 
e Inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour. F ; k 


Prob (IF -p1 > P$) < < | 


O on change de notations, on pose 
a-e d'où A? = e22 i ù 
= * ù € z et 37 n d'où la 


© Loi des grands nombres (ou théorème de Bernoulli) 


Prob _ pq 
rob(|F -p| > €) < 2 | 
Ra 


je By 
A > a 
Exemple : au jeu à pile ou É si l'obtention de pile est. le 
| succè =, d' 
S, ona $ » d'où q = z La fréquence F des succës et la 
probabilité 4 Cu du succès vérifient : 
1 


1 z k 
Prob (|F -5| > €) < < 1 
( zl ) nez’ soit TaT Meee ii 


@ Si l'on joue 100 fois, la majoration devient 
penser qu'on aura de 40 à 60 succès, autrement Te 7, A 
: la fré- 


quence F telle que 0,4 < F < 0,6 ou l'écart |F -0 5] 0, 
x s 
e Dans ces conditions, la loi des pao nombres do ipe 1. 


Prob(|F-0,5| >0,1) < CEE i i 


è Calcul Fevr: pour chaque X, , va =T? x p+ 0? x q-p°= p- p? 
» 
_ ge . THEOREME Di 


o 11 s'agit de calculer la p 
r un événement e, relatif à (2, PIN), Prob). 


À Exemple : soient, 2 urnes U, et U2, 


Cas général : si es prets 
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emarque 
ble d'obten] 
ble", mais cela arrive parfois. 


3 30 fois pile en jouant 100 fois : c'est 


E BAYES. 


produit ait été causé pa 
e On sait A, on ne sait 


e On considère alors €r = Q- ej, 


pas e1, on examine (e;/A). 


on a le théorème : 


Q Théorēme de Bayes (ou loi de probabilité d'une cause) 
Prob(A/e,)Prob(e,) 
| Prob(e,/A) = Prob (A/e, )Prob (e1) + Prob(A/€1)Prob(€r) 


de tirer une boule blanche de U, est EE et de Uz2 


cache les urnes, O 


au hasard, et l'on constate que la boule est blanche. 


pose les urnes équiprobables (de probabilité > 


~ veut la pro 
+ La boule blanche tirée correspond à À, 


U à &+. 9 1 


100 2 s à | 
« On obtient Prob(U1/A) = —g =a WE soit 70 


à-dire dise s'ils sont diajainra dane à deux et de réunion f, 
Prob(a/e; )Prob(e;) 

Prob(e, /A) = ——— 

f Prob (A/e, )Prob (e; ) 

k=l 


e Cette formule do 
—_—_— 


mire 


me avec CamScanner 


k ne doit pas conclure qu'en réalité, il est impossi- 


robabilité qu'un événement A qui s'est 


de que la 6 


n tire une boule au hasard d'une urne prise 


l 
— chacune), on 


babilité pour que la boule ait été tirée de U, 
l'urne U, à ê}, 


en forment une partition de 9, c'est- 


nne la probabilité de chacune des causes êj- 
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CHAPITRE 13 


SUITES. PROGRESSIONS 


Lee 
1° - SUITES. 
O Introduction. 


R= R 
P; contient N ou une partie de N qu'e f(x)? dont le domaine 
ou sCN). qu'on désigne par s (s= N 


On considèr. ay 
e f "restrei ās" 
nte ā S", autrement dit les valeurs x de 


On considère une fonction f : 


départ sont des valeurs entières 


Dans ces iti 
conditions, on note u la restriction de f à 
efàäsS, et l'on dit que 


“1 i ” s — 
WE | l'application u est une suite, de schéma u : 5 


` m 
st une applicati 
dans R. on de N (ou une partie) 


O Notations. 


D Au lieu de donner le schéma de la suite u, on peut se borner à 
1 i è ê | 
expression de u(n) »: on 1 ‘abr ge meme 

1 en u. 


@) On désigne la suite u correspondante Due à euit T 
$ ei 
n nE 


suite de terme génér 
al u ê ; P 
n’ °U même ; suite (u ) 
n 


P X# Exemple : i x+3 
s s à art de x) = ] on o 
P ir £( ) ? n brient : 


N —— R 


n — u(n) = 


e la suite u : 
n?-] 


n+3 \.4 


n?-1} 


. on écrit : suite | suite de terme 
ETEY t 
ne '1eN’ j 86 


2 
A n?-1 2 
ou encore : suite u = i n'=l 

r" A suite sv 
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Pa \ , A x 
gn pratique, les suites ont pour domaine N* ou N, et l'on peut 
aussi écrire la "liste" des termes successifs, depuis u, Ou u, 
- 0 

5 


ous la forme : 
= u E S RC ou u= (u ,U ,... sange 
u (u> AS sUh’ ) (u? Ta sUn? ) 


entier égal à l'indice. 


u est de rang 0, u de rang l,..., u, est de rang N,-.. 


es particulières. 
@ si 1e domaine d'une suite est fini, la suite est finie, la 


qu'un nombre fini de termes, exemple (us 


listé ne comporte 


de telles suites sont peu intéressantes. 


UpyeeesUj2)s 
@ suite récurrente : suite donnée par la valeur de u,-{ou- u,) 
et la manière d'en déduire successivement tous les termes. 


X üj = 2 
kag Exemple : la suite u définie par ü 
; raen 
n u +2 


est récurrente. 


où l'on suppose n = l; 


On peut calculer u, par la formule 
2ml ] de même pour uz (n=2), etc... mais ces 


' ü = —— = 
d'où u, "252 4 
calculs sont inutiles 


y” 


en général. 


AUX SUITES. 


IONS-ASSOCIEES 


O on considère des suites infinies, de domaine IN et de terme gê- 


= néral u . 
4 n N 
< poa comme té EAREN, Fn . > = 
A Q suite strictement croissante : telle que U+i Lee NaS 
* A ” : š < eN 
? e Suite strictement décroissante : telle que U;; ua?’ Vn 
e Une suite soit croissante, soit décroissante, est dite mo~ 


notone: . 
suite telleque u,u,,; <0,VE N | 


$ guite alternée : 


pe ET TEN OEA 
Scanné avec CamScanner 
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t des définitions les raisons relatives à des suites 


n 
À La suite u, = CD 


ER es Ø On exclu 


gans intérêt pratique. 


4 Suite convergente : telle que u 
ns 


» 0 » b el 
" tend vers une limite finie ; 


lorsque n tend vers l'infini 


Formule S 


de u,, de la raison et du rang. 


P3 éral u en fonction 
X ji it u ( 1) 1 limi t O 
a Suite n n+l conver ge, a imite es e, 


e Progression arithmétique : 


e Progression géométrique : 


$ Suite divergente : suite non convergente 
ee à 


tivement 
énéralemnt, on a respec 
K Plus g ; sd pe Ge, jdi 


none + (n-plr Ua à 


À La sui = -1)” ai 
a suite ua 1 + (-1) diverge car les termes valent alterna- 


tivement 0 ou 2 suivant la parité de n : 


2 
À La suite u = 
n 


pas de limite. 
DA oe AE 
n3 điverge car la limite est infinie. 


écé ivant. 
i édent et du suivan 
éné n fonction du prec 
@ Terme général u, 


+ Sous-suite (ou suite extraite) d'une suite (u DE 


e Progression arithmétique : Ug 


@ Lorsqu'on ne considère pas tous les termes de la suite é 5, | e pia 
e Progression géométrique : | 3 = 


mais seulement ceux dont le Tang n est défini par une loi qe 


née, ces termes forment une sous- P 


suite E 
de la suite. (u,) K Plus généralement, 


* pi Lu i j Un-p+Yn+p u? =u x atp 

à n n+ » +a Sous-suite des termes de rang pair (n=2p) a STE 2 > n n-p i 

bé ju ; P F à zr; t géomê- 

ge général 2p+i ° Celle des rangs impairs (n=2p#1) : s DOOS e | ne 

Le O ces formules s ne 
| trique respectivement, d'où les noms des P 
riqu 
ession. 


s e progr 
miers termes d'une prog 
on veut trouver 


PARTICULIER DES PROGRESSIONS: @ some Sa des n pre 


è Si la S rogression commence à u» 


C] Parmi l'ensemble des suites, deux sortes de suites récu : ah. 
les suites arithmétiques, les suites géo- 
ý métriques, que l'on a coutume d'appeler í 


rogressions, j 


E a à Progression arithmétique : suite (récurrente) (u) telle re 
u, est donné, et u =u +r (YaeN) oo F5 4 9 


uo + u teret Uag’ 


č | par ujo dans 
interviennent souvent : 


e la progression commence 


e On préfère supposer qu . 
=u, +u, 4e ee 


; ona alors : 


à estS 
ce cas la somme å trouver 2 


e Progression arithmétique : 
n+i = 
avec r constante, r # 0 ; r est la raison, 


gé étrique : S 
. Progression éométrique 3 


ssion géométrique de prem 
d vers 


ier 
X cas particulier : si une progre 

ain s 
vérifie [gl < 1, la limite de Sa 
q" + 0), on la note S, 


| * Progression gécmét ression géométrique : suite (récurrente) (u n) tel ; 


u, est donné, et u eng PM xq (vne N) n 4 


avec q constante, q # 0, q # 1, q # -1 1-4. 00 


lorsque n ten 
terme U, 


1! infini existe (car 


s= lim (Sa )= Ve 
| n>a 
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X Exemple : un lièvre blessé veut rejoindre son gîte distant de 


300 mètres. Il parcourt 100 met s arrête. 


peut parcourir que le tiers de la distance précédente, 
le lièvre procède par étapes re- 


s'arrêter. Et ainsi de suite, 


présentant le tiers de l'étape précédente. 
arrivera au gîte. 
= = 


Riponse z il parcourt u; =100 m, u, zu Us u =3 


u 
n 


Le lecteur peut conclure. cher ais TO , 


4° - SOMMES USUELLES. ` 


@ Some des n premiers nombres entiers (on exclut 0) 


Ë keaz sn = 201) 
k=1 


On veut savoir s'il 


=> CONTES La somme est la limite ci-dessus, soit : 


Il repart mais ne 


et doit 


ZUpoeues 


10 150 m 
-3 


Preuve : il s'agit d'une progression arithmétique, u =l, > U, "0 


la formule Sa = z6, +u n) donne le résultat. 


4 
@ Some des carrés des n premiers entiers (on exclut 0) 


j k? = 1? + 22 4...4 n? = ROHI) (2n+1) 
k=] 


Il ne s'agit plus d'une progression, ni dans les cas suivants. 


© Some des cubes des n premiers nombres entiers (on exclut 0) 


n 2 2 
J k? = 1? 4 21 teest n? = RÊCH) | 
k=] 


@ Cas général : somme des puissances pièmes 


n 
e On pose J k = S(1), (déjà trouvée : 
k=l 
et de même, Jk? = 5(2),,.., Jk? = S(p). 


g En écrivant le 


117 


= ses Ds 
bi nôme de Newton (1+x)P* ? pour x 1, 2 
convenablement" , il appar aît une 


si on ajoute membre à membre E eikin 
érale entre S(p), S(p-l),... 


relation géné 


= 1 


1 
p P4P* 
2 TE E P i a 
+ Chr! + ptl 


+1 
a 2f] 
2 2 PERE C 
2 ape Dat O Gr t a 
E a 
| AERD) 
2 pessreeet Cr? KD 


1 cê 3 
x=3: part =l + Cn? + Cr 
l PCT O iaa, Î A 
e... m L A ni 5 D LP 
c? nê gosse Cri n l 


1 1 + 
=1+ G oP p+1 


+ 
xis n° (n+1)P i P 
sos sf CSP 


,5@ Faa 


peo alj? =n+ Ci s(1) + Ch; 
T aenea 
F nière s'éli 
même sei on en 


és de x 
Remarque : les termes ee Ron en 
Pour p= 2, ma (n+l) i =n + te 
e 
ire S(2), c'est-à-dire jk?. De mê 
kire 


he, 
Fk’. Et ainsi, de po en proc 


es sommes S(p) ou jee ‘ 


ême pour P 7 


ions 
on obtient les express 


~ FER en en aes md 
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pe D i | Pi à. aR 5) My Fpi 
w Wy Cara Dor = Omu Te ee 
= Oiudaslxs 118 | et 
Y wE -Tu dove AA ikir A m E 119 
acu br atio V à 
CH. l 
APITRE 14 = AEL hé e Dans ce Cas» si f} et f} désignent les dérivées de fı et fz, 
y et si la base est donnée une fois pour toutes, ona :Ë' =(£},£3) 
(ou s'il y a 3 composantes). 


de même pour £" , etc.. 
À Exemple : POUT T) = Gt?, 
dérivable sur R avec f' (t) = (6t, 4t?) et lim Fi) = (3a, a*+ I). 
t>a 


operations come s'il s'agissait de vecteurs. 
ce 2 
ne et oi the t) ona: 


{3 Exemples : si ÊCE) = Gt? š 
J= 6t? E €" +t? +1). 


. Œ+) = È) +8 
XË(t) = Gat?, 


+ Si À est constant, AË) (t) = 
HOR Z(t) = 3t? etle" +1), 


TE. 


-rodage | HT 


t*+ 1), ón trouve Ë continue sur R, 


5 
E SA 


œ M FONCTIONS VECT 
ORIELLES. CINEMATIQUE 
enep 


1° - FONCTIONS VECTORIELLES. 
At“ +À). 


+ En base orthonormée, 


Iž] = a7, gwll = 


SİNEMATIQUE GENERALE. 


est : R R- & té R 3 
Lo «i: ne 
R = = — t —— f(t) 
ma 
E ge F(t) est un Vecteur] de R° (ou R°), autrement dit Ë 
présente 2 (ou 3) AS ET NITN de R 4 R. m 
ans 
Exemple : = TEA 
si f) (3t? + l) dans une base donnée de R, f 
indé 


ñ est constituée de 74 e 7 
matique ij étude des mouvements, 
Er. i on se borne au cas du point (ou d'objet assimi- 


pendamment de leurs causes. 


i m 
R R—-R 
Dans ce livre, 


i ——— f. (t) = et : | 
i(t) = 3t? 2 z PTE 
TT - Là 


Í U La variable est le "temps" t (expliciteme 
port à une date 0 à 


il s'agit de la Hate t; repérée par rap 
général (au contraire des 


En fait, 


lable ä un point). 
nt ou non). 


4 oian ce | ddrivarions į 


on prend un repère orthon 
point M, êt la base de ce 


En pratique, 
“S ci-après). 


de l'espace affine) pour situer le 
teurs nécessaires (définisci 


se On définit lim E 

G t), cont 

Esa , inuité de Ë, dérivées F', Ê" à 
rd 0. 
partir des mê : 
mêmes notions pour chaque foncti a Se 
@ Fee) = (£i (t), fo Sn on composante. l'aide d'unités non précisées en 
1 t : k 
» f2(t)) a une limite quand t tend vers a, 1 sciences physiques): 
» tors- 
Un mouvement a toujours lieu par rapport à un repère donné. 

ormé du plan affine (ou 


que fit) et f2(t) ont une limite quand t tend 

e vers ; 

Dans cecas, si f; (t) —— a et f; (t) — B, ona : f( ; 

de même s'il y a 3 composantes. t) — (a,ß) 
repère pour exprimer les vec 

on d'u f mouvement, (cas du plan) 

e Dans un repère orthonormé (0, ł, D, il est équivalent de 


+ 
4 connaître M(x, y) ou OM = xi + yi» d'où : . 
Le mouvement de M est défini par le repère, (0, t,i Ear 


la fonction vectorielle : |t — ON(t) = x(L) +y) . 


\ 
k. € È (fi, f2) est continue (au point a, ou pour tEI) 
— lorsque 


f, et fz sont continues (en a, ou sur D. 


@ f= = (f,, f2) est dérivable ( 
au point a, ou pour tE à 
pa I) lors ) 
aue 


f, et f, sont dérivables (en a, ou sur I), 


Pontiy ar 
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s È trajectoire, 
3 vitesses, accélé 
Te nmang es (cas du 
plan) 


Ne T 
' ire ensemble des posit 
e Ayant M(t) = Coke) ap ions de M lorsque t varie 
» YCt)) par exempl i 
toi ple, on dit | 
| re est une Course parametre) lde pig S la trajec- 
re t). 


| e Si 1' 
on élimine 
t entre x(t) et y(t), on obtient une 
équation 


artésienne ; 1 
| € d a 
$ courbe correspondante contient ( 
ou est) la 


trajectoire. 


Le o Vitesses}: on distingue 1re. 
ecteur ite 
vec v sse et vitesse scalaire 
ere 7 a de M est no C ), fini 
e Le cteur v t té y M dé par : 


e La vitesse est p 
ni 
otée v(M), en général prise/fosi- 


“tive)mais est pas une règle absolue ; si v > v 
; ce n' l (0) 
8 ; 
? 
, est 


dx d dy 
* (E dans la base donnée. 


définie par : 


v(M) = [VAN] ou ARTE 


on distin, 
Bue vecteur accélération et accélé 


ration scalaire. 


e vec es (M), 
eL ecteur accélération de M t noté T défini par 


Fa) =£ eu pa e d2 
SE) 


4 
à 


eL accélération scalaire est notée y (M en Énéral ise 
a ( ) 8 
, pr 


$ ositiv 
P e mais ce n'est pas une rè 1 
_ iris prs &le absolue 


y™) = IP] ou Va'z + y"z 


Exemple : si OM(t) = (3t? 


' > t*+1), on a x(t) = 342 


© Trajectoire : 
:tf=2d' = 
portée ph pen 
; par la parabole d'équation y= x? +1 
a tr ' oo 
ajectoire est la partie CEE Pi 1 e 
e la p 


e Vi : 
"S : T) = (6t, 4t?), v(M) = V3J6t? 7166 
= œt si l'on sait t > 0, on a v(M) = 2tY4ts F “2tù 


; —e Mouvement : lorsque Ÿ- ut 5) 0, ou HI 
( — e Mouvement ou freiné ou dé éléré dans les Cas 


- vr liiite libre + ja trajectoire 
on a : o 


Pa 121 


. Pan = 66,12t?), YOD = 36 FTOGE =67T +4 


e Accélérations 


L 
emarques EÀ pa 
= £, mais en énéral y $77- 
go ai en pe L GE 
i if", lorsqu'on fait un schéma, si on le 


o Vm) est "significatif' a 
y 3 . 
trace avec M pour origine : V(M) est tangent en M à la trajec- 
toire. à 
7N 
général. TE : 


e De même, TM) est dans la concavité en 


+ 


),Y(t)) tel que OP = VM). 


ice des vitesses, Car 


(ER 
TIN 5 m Š 
Hiséosraphe : : trajectoire du point P(X(t 

e L'hodographe est aussi appelée indicatr 


ä chaque instant, connaissant P on déduit Va. 


I MOUVEMENTS PARTICULIERS. 


ajectoires 


: lorsque la trajectoire est sur une 


e Mouvement 


droite fixe. 
st dans un plan 


lorsque la trajectoire € 


e Mouvement 


fixe. 
oire est sur une 


lorsque la traject 


e Mouvément 


jectoire : cercle). 


courbe fixe. 
ement circulaire (traj 


En particulier, le mouv 


mans muse 
ment par V e J 


croissante. 


ucontraires". 
cons tante, 


> >; 
5 — e Mouvement gitome/ : lorsque V°r =)0 (VE), ou 
t constante. 


et uniformément varié lorsque yes 
14 LL 
est sur l'axe “yertical descendant" 0z. 


la cote Z de M, 


e I1 suffit de connaître 
+ (v, cons M(z) 
z" (t) = 8 ner z'(t) = gt + Vo ù 
tt Za (2o constante). z 


tante), z(t) = je * Vo 
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e Dans ce ca 
s a 
» on a v(M) = gt + v,, non nécessairement posi 
~ O81- 


tive, e = š 
» et Y = g : le mouvement est uniformément varié 


A BR Rire 

nt circulaire : on place l'origine O au centre du 1 

= : a cerc 

Il suffit de connaître 0x, OÑ = O(t) Œt) Le rayon R à 
> Car 


= (R cos ġ,R sind). 
--—e Soit + unitaire d y > > + 
unitaire de V, on a T i OM, ona V = CRẹ'sinġ RŸ' cost) 
3 


_—@ Dans iti v g'T, 
ces Ca = RY'T et sin ra déduit de T 
rotati $ 
on d'angle + D. à est unitaire d A 
es e MÒ, Te (cos d,-sint). 
— On omposer À en T = RO'Z + Ro'n, on a Y =R"? +". 
e + 


» 
nat 


Rọ" est 
la composante tangentielle de Ý, Rp"? la co 
mposante 


normale. 


+" = 0. 


e On pose ġ' = w (vitesse : : 
angulaire) on a + 
von a Ÿ = ut, È = fa, 


` 


d'où |[V]| =R|¢' agi 
Il =R|$' |, et si ġ' (t) > 0 (Ve) :v=R$', Ë= (sin b,cos¢). 
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TN. CHAPITRE 15 


INTEGRALES. PRIMITIVES. AIRES 


ES D'UNE FONCTION EN ESCALIER. 


z Fonctions en escalier. 
(R — R) est en escalier lorsqu t'elle prend des 


4 IDéfinition: 
ns 
uccessifs, les cons- 


valeurs constantes sur des intervalles s 
tantes pouvant changer suivant les intervalles. 


Exemples. 
Les fonctions de répartition des variables aléatoires (cha- 


pitre 11). 
R—Z7 
©) La fonction E, ou partie entiēre, E à: , telle que 
z x —+E(x) 
E(x} est l'entier immédiatement 


inférieur (ou égal) à x- 


3 + pour x = 0,37 E(x) = 0 ; 
= même, YxE[O,I[. 
+ pour x=-0,42 E(x) =-1 ; de 


même, Vxef-1,0[. 
d'où la représentation 


° etc... 


4 graphique. ki 
u l Intégrale sur [a. b] d'une fonction en escalier f; 
Soient f (en escalier) et [a,b], donnés. 


mait 
e% Somme de Riemanni: 
On a des intervalles successifs (en posant Xo = a, et Xi 7 b) 
[ones E E tels 


j désignés par lxpaX; [s LI EL [st] Xis 
valeur constante : 


que sur chacun, f a une v 
soient kpskKisereoKisseekn-i les valeurs. 
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e La somme de Riemann (pour f et [a,b] donnés) est définie par; 


ou - - - 
de, +, i a, x,)k, ser Ge, Xi fori 


LE p b 
$ Intégrale de f sur [a,b] : nombre noté || f(x)dx, défini par : 
Se a 


b ai 
f(x)dx = LA (C = x;) xk; (somme de Riemann). 
i= 


kid Exemple : 


+3 
| E(x)dx = [0- €1)1(-1) + [1 - 0] (0) Ke E.. [3 - 2] (2). 
| ne it s ; 


-1 = 
e sd 


On trouve : -1+1+2, soit 2. EE 


a 


x Remarque. b 
2 Faot 1 ; 
[ca représente la somme des aires algébriques 


L'intégrale 


des rectangles suc i s 
ng cessifs, de "base" (x. ,,- x;), de "hauteur" k; 


(6 Propriétés {notat ion allégée) 


e Si f >0 sur tous les intervalles contenus dans [a, 


b b b 
few- fee fe 
a a a 


Q 
DIZ 


e Linéarité : 


è Relation "de Chasles" : 


en particulier 


Si f(x) = E(x) précédente, son intégrale sur [-1,+3] est: 


125 


‘D'UNE FONCTION CONTINUE. 


ontinue sur l'intervalle 1, elle est la dé- 


 Ppéfinition : si fest c 


LE Sur I d'une fonction F, appelée primitive de f(sur I). 


F primitive de £<F' = f (sur I) 


2x est dérivée de F(x) = x2+3 (sur R), donc 


= X Exemple : f(x) = 
F(x) = x? +3 est primitive de f(x) = 2x. 


si F(x) a pour dérivée f(x), F(x) + C aussi (avec C cons- 


: si F est primitive de f, F + Constante est primitive 


tante) ou 


de f. 


l'ensemble des primitives de f (donnée) est noté [ f(x)dx. 


e Si F est une primitive de f, on écrit aussi : f(x)dx = F(x)+C. 


%X Par définition, si F est primitive de f, on peut écrire : 


F(x) +C<F'(x) = f(x) 


f: (x)dx = 


À Primitives usuelles (C désigne une constante quelconque). 


(l+ tg2x) ou L- 
co 


(l+ cotg? x) ou — L 
si 


O Pour contrôler l'exactitude d'une primitive de f(x), il suffit 


de la dériver : on doit retrouver f(x). 
Panah 
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r excès est certainement obtenue si l'on prend 
yaleur maximum de £(x) sur Jr; 2: Íb { 
re semblable). 


érivation donne lieu ā une formule pour legs 


O Toute formule de d 
s Une valeur pa 


pour chaque k; la 


primitives : : 
x 

= 2z +C, etc... 

une valeur par défau 


x)" = E donne = 


2vx x 


t de manië 


+ 


s.l : , : se s + 
e Intuitivement, si l on augmente indef iniment le nombre n 
] z va- 


30- INTEGRALES D'UNE FONCTION CONTINUE, CALCUL D'AIRES 
diminuant la mesure de tous les segments [#; » 4, l 
leurs par excès et par défaut correspondantes encadrent l'aire 
à la limite (si n= > e£ caa- 


cherchée de plus en plus prēs ; 
l'aire exacte cherchée (résul 


O Problème de calcul d'une aire. 
-x;) —- 0), on obtient 


que Gi, 


e Soit la fonction f, soit 
tat admis dans ce livre). 
ap 


[a,b] un intervalle où f est 


continue et ne change pas 
O Conclusion et définition 


on dit que 


b 
à o move | senc» l'aire exacte du domaine D, 
_————— 


de signe. 

e On veut calculer l'aire 
b 

f(x)dx est l'intégrale définie de £ sur [a,b] 


du domaine D suivant : a b 
n-1 (Xp) 


D = {M(x,y)/a<x <b, 0<y<f(x)} 


a 


e Graphiquement, D est limité par les parallèles à 0y d'équa- 


tions x = a et x = b, l'axe Ox (y=0) et Ci (y = £(x)) 


@ On cherche un moyen de calcul | 


précédent. 


[O Idée de la méthode. 
st fourni par le théorème suivant. 


@ ce moyen e 


b 
F est une primitive de 


f(x)dx = F(b) - F(a), où F 


e On p 
partage [a,b] en n intervalles, on remplace f par une fonc- 


tion en escalier "bi che 
lien C sa 23 - 
hoisie", on est amené à faire une somme 


LAD 


de Riema i 
nn qui donne une valeur approchée de l'aire. 


è Ensuite on améli £ 
améliore le résultat pour arriver à la valeur 


exacte. ges 


O application de la méthode 
: avec les 


Preuve succincte : 
notations de la figure, l'aire 
hachurée S(x) est Limitée par 


A'A(x =a). A'M' (sur 0x), M'M 


* On pose x, = 
o a x = 
* “n 7 b le partage de [a,b] en n intervalles 


est défini par Xos X’ X 
J ssr À 
* Sur chaque intervalle ] ‘rail 
"AE OT à [ 
2z. o 
ds o ce i in » On prend pour constante k; 
P P 
i’ inl 


(x supposé fixé, a< x <b), et 
un arc de Cg- 


- Une valeur approchée de l'aire e ny' 
st 
gs - 
él 1+ x;)k;: 


EI ET EE 


= 
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* On cherche le nombre dé 
S(x+h) est limitée par A' 
limitée Par M'M, m'p’ 


rivé de S(x) au Point x. 


A, A'p! » P'Pet Ces donc S(x+h) 


=S (x) 
P'P et l'arc PM de C_. 
* Si h est "petit", cette aire "petite" 
e petite" est encadrée 
Par : 
NPT x MM et MPT x PTP (termes de g 


par hx f(x) et h 
f(x) et f (x+h) 
f(x) et £(x). 


ommes de Riemann), don 
x f (x+h) ; donc SCERI-S CG) i 


est encadré par 
` quand h 0 


» On obtient S'(zx) encadrée par 


* D'où S'(x) = f(x), 


il n'ya plus d'approximation sa! 
primitive de f, 


où Sest 


l. Six=a, S(a) = 0 


t 
Six pb, sc) = | 
cherchée. 


D 
f(x)dx, quantité 
a 


2. Soit F(x) une autre primitive-: F(x) = S(x) + c. 
F(b) -F(a) donne (S(b) +c) - (S(a 
raît et S(a) = 0, 


Alors, 
) +C) = Stb) car C dispa- 


3. Le théorème est démontré, 
S(b)). 


À Exemple 


* Soit f(x) = sinx i la courbe re- 


Présentative en axes orthonormés est 
une sinusoïde, 


b 
| f(x)dx = F(b) = F(a) (chacun vaur 
a 


f ne change pas de 
signe sur [0,1] par exemple. 
* L'aire hachurée #Æ est donn 


ĉe par 
['sin x ax i une primitive est - cos x, d'où : 
j # = [-cosn] - l- cos 0] = (+1) - (I) = 


K Remarques 


> 

= E @ Unité d'aire : aire (positive) du carré de côté 
orthonormé (ou de la figure correspondante, dans 
pères). | ko 
@ Signe de À ijas 4 itote des Jitter cas 
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Règle pratique : 


en partant du point (a,0) ve 
de l'axe Ox 


» en continuant " 
frontière du domaine. 
1 


rs le point (b,0) 
Sur la lancée" à Parcourir la 


+ Si l'on obtient le sens positif, P f(x)dx est Positive 
a ; 


2. Si l'on obtient le sens nêgatif, fP f(x)dx est négative 
a 


e PEA x; ; fb | 
Les propriétés relatives à Í f(x)dx si f est en escalier, se 
a 


Sénéralisent au cas de f continue, en particulier la linéarité. 


4° - CALCUL DE PRIMITIVES; 
a 


O sauf les cas où les primitives usuelles s'adaptent directement, 
on dispose de 2 méthodes d'intégration, F 


@ /ntégration Par parties. 
fu av = uw- fv au 


Preuve succincte : (uv)' =u'v+uv' fournit uv = fu'v dx + fuv' dx, 
"€ succincte 


les notations différentielles (u' dx= du etv' 


dx = dv) donnent 
le résultat, 


è Règle : décomposer f(x)dx en udv, de manière que : 


v soit facile à obtenir, - | vdu aussi, 


À Exemple : fios x ax š; u = Logx, dv = 


dx ; 
dx donnent du = e VERS 
d'où fios xdx = 


(Log Dx- fE, d'où fios x ax = x Logx-x+C. 


& 4 
t (N © intégration par changement de variable. 
N S \ a formule : x = $(t) — dx = 
iz h \ 

i LEON donne : 

EN 


e Règle : 


$'(t)dt, introduite dans JEcoex, 


fEcoax = frotte) X@'(t)dt 


dans f(x)dx, chercher une différentielle intéressante 


écédente. 
+ qui jouerait le rôle de dt, adapter la formule précéden 
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, 


o Tharè 
e sur [a,b], il existe 


gi £ est continu 
Ja,b[ tel que f(c) = h (valeur moyenne). 
2—1, on obtient : 


fr Exemple : SUr [-1,+1], si f(z) = x 
1 


+1 = ” 
pelf (x? - 1)dx, h =% ; x? -1 = IŽ donne x? = 3} 0n trouve 
—1 
zi = 0,58. 


3 
P 1 
2 points : C1 F7 Ca 5 


au moins un point c de 


Exemple : 

sinx ; on pose sinx = t, 
4 

on obtient = , d'où Í 


fsinx cos x dx ; cos x dx est la différentielle d 
e 

d'où cosxdx = dt, il vient |t?dt 
à ; 

sin°x cosx dx = Sin"xX, ç 


% Attention! En pratique le changement de variable se présente 


sous la fo 


plique la méthode à f'rcoax, 
a 


Lè doit être bijective sur [a,b]l, 


mme t = 4"!(x) et non pas x = (t), donc si l'on ap- 


valeur moyenne de f sur [a,b] est le nombre h, 


=l 


b 
z f f(x)dx 


i f(x) = sinx, on obtient . 
A % On peut rapprocher la notion de valeur moyenne de celle de var 


ysiques). 


> la valeur moyenne est o 
+7 leur efficace (en sciences ph 
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CHAPITRE 16 2° - FONCTION LOG. 


X 
> : : dt à 
O L'interprétation graphique de f + ‘Par les aires permet de re- 
1 
trouver la plupart des résultats suivants. 


k : 
R——R 
x —Log x 


e Domaine de définition : x ? 0 d'après la définition initiale 


d'où Logx est définie si et seulement sixe 


LOGARITHME NEPERIEN 


1° “DEFINITIONS, PREMIERES PROPRIETES. aeua da Log + 


: Sie ie dx 
O 11 n'est pas possible de définir FE par des formules de type de Logx, st stricte- 


iculière de la fonction 


algébrique, on a créé une primitive part ment positif. 


ma + 2 A S 
e Valeurs limites : quand x— 0", Log x est négatif, on obtient 


lim (Log x) = —~. De même, lim (Log x) = +. 
x+0* x+ 


Es + celle qui s'annule pour t = 1. 


on appelle logarithme népérien (ou naturel ) de x 


x 
(x>0), et on note Log X Cuffnx), l'intégrale [ t, 
1 


X 
Pour x > 0 : Logx = [ Le (Log x) ' =i 
| 1 


Q néfinition : 
er 
e Variations : la dérivée est positive (es pour x > 0), donc 


fonction croissante. 


e Valeurs usuelles : Logl = 0 (correspond au point sur 0x de 


ce point, tangente parallèle à la lère bissectrice. 
1 (e=2,71828...). 


1a courbe) ; en 


: 2 On note e la valeur telle que Loge = 
C Graphiquement, si l'on représente pour 2 = 
Au point correspondant, la tangente À la courbe est dirigée 


t > 0 : la branche d'hyperbole d'éaua- 
par a, D donc elle passe par l'origine. 


. 1 Re 
tion y=+ et les droites d'équations 
è Représentation graphique 


t = 1, t = x, Logx est représenté par 
ci-contre. 


l'aire indiquée. 
| Propriété : si l'onrestreint 
Log selon le schéma : 


Ri——R 


e Six = l, par définition Log] = 0 (eraphique A ; 


nulle). Y 
e Par la règle des signes des intégrales, on obtient : ; f 

cient ; 
g Logx > 0 pour x>1 


Log x <0 pour O0<x<] 


e Par dérivation des fonctions composées, re. 
f(x) = Log|x|, £'(x) = Ł si x > 0, f'(x) = zie ) 


f(x) = Log|x| => £' (x) = L 
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| x” Log x — 0 (a positif quelconque) 


e Quand x — +>, Log x — +>, mais ; 1085 —0* , et 


E EX 0" (a positif quelconque) 


e Quand x — Ù, on peut écrire Log (1 +x) = x, ou 


Log (1 +x) 1] 


x 


(a et b positifs) 


Log(ab) = Loga + Log b 
Sl a 


| 
` Preuve succincte : par dérivation de fonction composée ; 


u’ i 1 
(Log u)' = Ti d'où Log(ax)' = + ni Log(ax) et Log x ont même 


dérivée, d'où Log(ax) =Logx + C. Pour x = | :Loga = 0#+cC, 


d'où C =Loga. On remplace x par b, on obtient la formule. 


M: on déduit de la précédente, les formules 


pa = l a 
Log a 2Loga, Log} = -Logb, Log= = Loga - Logb, et finalement 


a ` 
l Log (a ) =aLoga (a exposant quelconque) 


nn” Lg 
 @ résoudre : Log(x+1) + Log(x-2) = 0. 
2 z - . . ` 

. Méthode : prévoir le domaine des solutions, calculer ensuite. 
; de même x>2 ; fina- 
lement les solutions devront vérifier : x > 2. On peutécrire : 
b e Log(x+1) + Log(x-2) = Log[(x+1)(x-2)] = Log(x? -x -2) 
Log est bijective, Logl = 0, on est amené à ; x? -x-2 =], o 

-2 =l, 


= + Log(x +1) nécessite x+1 > 0, x > -| 


2 
x? -x-3 = 0 A p = 13, on écrit 2 poriEtong :x = 
1 


jeter, X? = 


@ Résoudre Log{(x+1)(x-2)] = 0. 
. (x+1)(x-2) > 0 donne pour domaine : 


toutes deux valables. 
À N - 
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CHAPITRE 17 


EXPONENTIELLES ET LOGARITHMES 


- EXPONENTIELLE DE BASE e- 


x 
Log est une bijection de R; sur R. 


d'où la définition suivante. 


elle admet une réciproque, 


‘on appelle exponentielle de base e et l'on note exp, 


l la bijection réciproque de Log. 


R—— Ri 


x 
x ———— exp(x) ou e 


À Définition : 
t, es 


ə Schéma exp : 


š A x 
e On emploie le plus souvent la notation e 


chapitre 16). 


m 


| présentative de l'exponen- 
be tielle se déduit de celle du 
_ logarithme népérien par sy- 
_ métrie relativement à la pre- 
PSC : 

mière bissectrice (y =X) ; on 
retrouve ainsi la plupart des 


_ résultats suivants. 


+ Domaine de définition : R, ou ]-», +1. 


Propriété : VxER, e* > 0 | 


P E X + 
e Valeurs limites : quand x — -®, e —+ 0 


x 
quand x — +», e° —- +® 
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ä 
e Variations : exp est croissante (réciproque d'une fonction 


croissante). 


e Valeurs usuelles : e? = 1 (correspond au point sur Oy) ; pas 


de point sur OX ; e! = e correspond au point (l, e) où la tan- 


gente ā la courbe passe par 0. 
+ Représentation graphique donnée à la page précédente. 


Equivalence < pour y > 0 JE = ex =Logy 


eDérivée : ‘dérivant x = Log y comme fonction composée, on obtient 


i l - 2, ou y' =y, d'où : |E) = e” => f'(x) = e* 


et par suite 5 (m) (x) = e* et [e*ax =e +C. 
e Limites 


P, xX + 5 x = 
Quand x — ->, e — 0 , puis : xe — 0 , et 


| CCS 
0 (x exposant quelconque) 
x 


- 
x 
+ Quand x — +9, e —> +%, puis E cga. (ét 
x à 6 


x 

- Er 

| = +œ (a exposant quelconque). 
(MEN C - 


€ Te £ 
et = 1 +e, si € est "petit" (et e°=1, à la EE i 
aovi 


o Exponentielle d'une somme : e?™? = e? x eè 
: = e CUS 


Preuve succincte : on ki b 
pose e“ =A, e = B, on sait 


Á et b eLo d'où a + b = Log A + LogB = Log(AB) ; 
procité e?™? = AB, d'où catho 08 x D 
e Autres formules : on déduit d é L 

2a _ ass b 14 ab $ la précédente, 

- e = (e), e = NÉ e PRES 


e 
quelconque) (22) » e | 


En particulier : Fe ve, e = 


a | commentaire : 
4 rithme népérien 


tielles qu 


schéma log, $ 


_O<a<l). 


A On pose me Los 10 


e La base de Log 


l 
de Log par icra 
e Dérivée : si f(x) 


Log, on passe Par récip 


+ La base d'un logarithme 


+ 
XxX 


e Les deux allures de 


en fin de chapitre. 


= MM= 


lorsqu'on dispose d'autr 


e la précédente (voir paragraph 
le logarithme décimal est très 


est 


(népérien) est e (Loge=l, 


O Logarithme de base a. 


nm" Définition è le nombre a êta 


se 
On appelle logarithme de base a, 


K p 
R R telle que log (x) = 
— log, (x) a 


e 108, (1) = 0 puisque log, (1) = iga 


e Il suffit de connaître Log, 
log, x et Logx sont propor 


= log, (x), E = 


s los, est croissante si Log 


0 Pour la base dix, on note log,, Pa 


l'appelle no décimal. 


0,434), 


s courbes représentatives sont rap 
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utile pour certains 


le nombre a tel que log 
e=2,718). 


nt donné (a >0, afl), 


on note log,» la fonction de 


Log X 


Log a 


Log L et Log 1 =0 


la fonction log, est le produit 


a > 0 ou a > | (décroissante si 


pelées 


r log (sans indice 10) et on 


=Lo8x = | 
on a logx Log 10 M Log X 
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es logarithmes que le loga- 
rocité à d'autres exponen- 


e 3°). De plus, parmi les 


tionnels. 
Log x ' le | 
Lana donne f'(x) XLoga 


Dr Exemples : 


= —log. Ainsi (pour a>0) : cologa = -loga =1 
= logd, 
pies Calculs par logarithmes décimaux. Sr 
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e Des tables donnent les valeurs approchées de logx pour 
riant de 1 à 10000 "I par I" ; on utilise les tables et +4 
formules telles que log(ab) = loga + logb, log(aŸ) = alo 
(valables par proportionnalité) pour effectuer nn 


calculs. 


(dues à la base 10 de log et de la numération 


usuelle). 
e log 10 = 1 = log(10") = n et log (10) = -n (Yne NÑ) 


e Tout iti é é 
nombre positif x étant encadré par deux puissances suc- 


cessives de 10, logx est encadré par les exposants puisque log 
(décimal) est une fonction croissante. 

xE[10};10?] = log x = 1 + 0,..., 
;107}] = logx=-2 + 0,.... 


x = 97,233 : 
x = 0,037 :xE[10 ? 


… 
D conventions 


_eL'entier immédi inféri 
e L'entier immédiatement inférieur (ou égal) à logx est nommé 


S 
ca isti 
re de logx (caractéristique : entier relatif) 
e La val éci j ; 
a EEA ET à rajouter pour obtenir logx est nommée 
Eee i logx (mantisse : positive ou nulle, inférieure à 1). 
i es = None que les mantisses, l'utilisateur doit 
trouver les Caractéristiques par ses propres moyens. 
K. 
On cherch Da. 
dans la tabl ù 2 À 
A e (on fait une approximation entre 9723 et 9724), 
À obtient d'après la table : 9878] ; log 97,233 1,98 78 k 
; = 1,98 781. 


n log 0,037 a pour caractéristique -2. On ch h 
z erche ā 


‘le: > 97, 233 a pour caractéristique 1. 


ou à 3700 dans la table, on obtient 56 820 o 
jonn 'effe 


-2 +0,56 820, on convient d'écrire : log 0,037 7, 
: -7'8 


e cologarithme : opposé du logarithme, noté col j 
te aus 
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: comme dans les exemples précédents, on garde les 


O convention : 
on les fait précéder de la ca- 


mantisses lues dans les tables, 
ractéristique sans signe si elle est positive, ou surmontée du 
onadapte colog à cette convention. 


e-sielleest négative; 
0,037 


= =r 


Ý Exemple-: si a = 97, 333° ° 
plan suivant. 


sign 
peut présenter le calcul selon le 


colog N 


N log N 

0,037 | 2,56 820 2,56 820 

97,233 | 1,98 781 2,01219 7,01 219 

Te 

7 + loga = 108 0,037 + colog 97,233 = 4,58 039 
e 58039 (côté log) provient de 38053 (correction entre 3805 

et 3806). 

7* et 107? ; finalement 


-e T montre que a est compris entre 10 


VERSES. 


e de base a est la réciproque de log, (a >0,a#1) 


R——R; 


x — exp, (x)- 


@ L'exponentiell 
notée exp,» de schéma exp, `: 


@ La base est celle de log,» on a exp, (1) = 


D Notations 


e Onn 


x 
ote plus commodément exp, (1) sous la forme a . 


Log y 
r x = Loœæy 
e Equivalence : pour y > 0, y=a <>x = 108, Y © Toga’ 


on peut écrire : y = a y = e* Log a | 


SE aie x 2 a 
e Dérivée : dérivant y = e* Loga, on obtient y'= e* L908 5x Log a, 
an peut écrire y' = (Log a)a*. 


Scanné avec CamScanner 


P 
140 
e 11 suffit de connaître les résultats relatifs à e*, o 
2 . è 
déduit ceux relatifs à a* ; a* = er Loga ou (e98 ax en 


o Représentations graphiques de log,, logi, exp}, ex 
F 2 EE 


y 


y = log, (x) 
2 


log, (x) =-log (x) 
$ a 


e.. rannani 


- i” 
ha: exp (x), G) 


B 


fz) S 


; Ae LEIGNIZ 2) kov vmu) lerna 
LX 5 
n° 141 
8 ’ 
Liv [A ,4:)) CHAPITRE 18 G) he nb db à 


Commentaire : ce chapitre ra 


m 
p poy : i- 
relatives aux points pondéré 


munis respectivement des coe 


s'adaptent ā n points pondér 
dans de tels cas (n >2), san 


| DE LEIBNIZ; 


FONCTION 


AAA A AS . gi 
Spin: 3 points pondérés 
pondérée 


nés, la fonction de Leibniz tra 


été 
re 


a 
f(M) -£(M') se transforme 


\ 


> MM 
MA 
7 ECM) = č, È est constant, 


#3 TE 

YU FA ), ete...) 
£ 
| tive. 


(A +2 +A; JOM = FCO) -v. 


| jective. 


KELAY ou > 5 r 
iala Si A+Àp tà; = 0O, E(M) = £(M') pour tous points, 


Je Si Ap +Àg +À3 # 0, il reste m' = 0, 


3 
: on pose f (M) = 


introduisant un point 0 quelconque (fixé), 


«si A, +À, +À} 0 il reste Ü = Č 


+ 
v quelconque, pas de solution en général, 


— 


Fu BARYCENTRES. = 
e FONCTIONS f (M) = À, MA, +... 


ppelle les notions fondamentales 


s, dans le cas de 3 points AjA:4; 
fficients À,À,À,- Les résultats 
és (A; >A;)> et sont souvent donnés 


s que n soit précisé. 


À)» (353) étant don- 


(Ag À1) > (25 
nsforme tout point M en un vecteur 


5 
f(M) selon la formule : i 
> — —+ — 
u —— ÊM) =A MA, +ÀgMA +A MA, | ; 


=M'; 


) -fM') = 6, oncherche si M 
en (A +AA DIN", d'où les cas : 
donc 


Ê non injective- (È = (0), ou 


> z S] 
Ò, M =M', f est injecT 


+ > P 
v (v donné), on cherche M ; 


on obtient : 


+ > + 
- v, avec C constant et 


a 
f n'est pas sur” 
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+ Si À, +À, +À; 4 0, il existe exactement une solution OM par 
+ > » a p: + 
vecteur v, f est surjective (et même bijective). 


: d'après l et 2, 


f est bijective si et seulement si l'on a : à+ à,+À, # 0, 


rAd . 
f est une application constante lorsque Ài +àÀ2 +À; = 0. 
pe 


0 Pour À; +À, +À} # 0, la fonction de Leibniz définie à l'aide des 
points pondérés (A,,A,);, (A5 3À2); Marsda) est bijective : il existe 


(one, un antécédent et un seul de Ò, cet antécédent est désigné par 


G et on l'appelle barycentre des points pondérés donnés (CEE :). 


i 
1e barycentre des points pondérés (A; sài) est le 


aTM G (unique) défini par : | À, #0 et JOA.GA.) =0 | ÆS 
=i: [oroni TI me, l l 1 


è Introduisant un point O quelconque (fixé), on obtient : 


(G À, )06 = JQ,04,), d'où la définition équivalente : 


nition 2 : le barycentre des points pondérés (As) est le 
+ FAOk) 


point G (unique) défini par : ja; #0 et 0G= 7 A 


e Si tous les coefficients À; sont égaux, le barycentre G est 


appelé isobarycentre (ou centre de gravité) des points Aj,Â2»-- 


CA1 e ÉGimutativied) : on peut changer l'ordre des points pondérés 


dans les définitions, donc aussi dans la détermination de G. 


z ee 
dpo Le Hesse : dans la recherche du barycentre G de (Aj,A)» 


ur 
(32) (A35À3)..., on peut remplacer (A,,À,) et (Az,À2) par 
leur barycentre "partiel" G) pondéré par (À,+À,) sous la condi- 
tion : À, +à, # 0. 


* G est alors barycentre de (G,, Aj+À,),(A,,A3);ee. 
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remplacer (AA), 


er ne : 
(Az»À 2)s--- Par SCA ni Js nu es ne modifie pas le bary- 
centre. 


. En particulier si a= 7 , la définition 2 se simplifie. 


i 


la définition 2, "projetée" sur 
1x(A,) +À,x(A,) € Sos 


: x(G) = , de même pour 
les axes, donne (G) ET Pi 


y(G) et les y(A;); etc... 


: on trouve 


PT fon -žan = 


209 = Q+ +...) 


ý k Rappels du chapitre 2. —? Ta ons I IT 
le produit scalaire (eoctidien) 
ar uev = XX! +YY', 


Yx?+Y? 


a: des vecteurs 
= -En base orthonormée, ) 


ü et v s'exprime en fonction des aie p 
(+ ZZ' dans l'espace), la norme de u par [ul = d-u 


l'on a une deuxiēme expression du produit scalaire : 
u-v = [él IF cos(u,v). 


: ut 
-O Dans le cas actuel, les vecteurs sont des bipoints, on peut 


nrôs:z 
écrire : TEA = VAB-AB (CEE ST T alias 


N 1 AB donc 
Pour éviter les racines carrées, on s'intéresse à Il sl”, 


a AB*AB ; on simplifie l'écriture en AB”. 

a CT 

AIMAT HAMA + | 
la fonction f Ci 


g Les pointe pondérés (A.,À,) étant donnés, 
int. ité JA; MA: ii quantité 


AG 3 


dessus associe à tout point M la quant 
e autre exp" 


GK! +M' TA, ), on obt 
ints A; ; 


4 - asio 
analogue à une aire (voir ci-apres un 


+ ient : 
= ci ' +M'A,)° 


è Soit M'£#M, on a : MA? š 
. de même avec les autres P 


MA? = MM? + M'AZ + 2 He MTR, ; 


I n a 
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d'où, à l'ai na E : 
ù, à l'aide de la fonction f de Leibniz, une deuxiè 
ème ex- la projection de la médiane 


Théorème de 


pression : 
2 = 2AB IH (dans tout triangle). 


£(M) = Q À Lm'? +2Ë(M')- MN" + £(M') 


* Suivant u on a À; s 
a D) = 0 ou} À; # 0, on sait respective- 


MA? - MB 


e Si l'on part de (A,-1) et (B,1), ona : MB? - MA? = 2EA°IH. 


a pois E (A, 5,1), (6,1) non alignés, de "poids" égaux : 


centre de Bet C est le 


ment HO ) ee ou ÊCG) = "5 (G barycentre des points pondérés) 


* D'où les deux formules de Leibniz : | 
à e L'isobary 


milieu I, 1'isobarycentre G est donc 

barycentre de (1,2) et (A,1), on ob- 
— 2 — 

tient AG = 3 AI. 


£(M') +28 MM" 
£(G) + (Ÿ À,)GM? 


A si) À, = 0, EM) 
P jci si J à; #0, £M) 


e De même pour les autres utilisa- 


tions de l'associativité, d'où : 


G est le point de concours des médianes (centre de gravité 


e r est a a c 'est-à-dire le piliey de I de [A,B] 


‘e La 2ème fo sh 
mule de Leibniz donne : du triangle). 


MA? + MB? = IA? 2 2 : x à i 
+ à + 21M°, or : G est aux Z de chaque médiane (à partir du sommet). 
2 _ 2 AB 
IA° = IB == d'où le i 
Théorè mble des points ! M tels que 0D =k 
éorème de la médiane : š ù 
MA? 2 3 _ AB? e L'ensemble est "défini" par aaf + A, MAS +... k, d'où 
+ NB? = AB” 2 RENE 
rite a, I @,1) Jei Tap 0 à astro phai penpeadietterea 4 5 
(dans touk aie, - si} À; # 0, ECG) + Q À. EM? = k. Ayant calculé £(G), on 
M obtient cu? = STE 3 inant que le second membre est nê- 
i i sabares 
E gatif, nul, pa fe on obtient Ø, {G}, un cercle ou une sphère 
. Il n'y a pas de barycentre, Tm) = s < ü g 
devient : 
— — > 
MA - MB = Č , d'où C = BÅ. (A,1) I H (B,-1) 


2. 


e La lère formule de Leibniz donne, en prenant M' au milieu Ide 


AB : 
MA? - MB? = 2BAeï, 
+ — 
de 2BA-MÏ = 2AB°IN = 2AB x TH 
» 


‘ (AB et IH sont mesurés sur le même axe), d'où le 


poau + — 
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CHAPITRE 19 


Choisir un rayon T pour tra- 
cer le cercle (F,r), tracer 
le cercle (F',2a-r), ces 
cercles se coupent en 2 

points M, M' del'ellipse(on 
£<r<atc). 


CONIQUES 


doit prendrea-c< 


l'ensemble des points 


‘Equation | 
M(x, y) du plan, (repère orthonormé) 


Å, AS 7 | 
$ Définition 12: l'ensemble des 
est une eltipse : 


points Mdu plan, tels que la somme i i 
COAN j vérifiant l'équation suivante, 
de leurs distances 2 points donnés 


F et F' (foyers) est constante 


(valeur 2a) est appelé : 
ellipse : MF' + MF = 2a 


1 e Axes de symétrie : droite FF" (axe focal) et He TEE A 


p de [FF']. 
d P yra , étant 
À e Centre de l'ellipse : centre de symétrie, ou milieu Ode Preuve succincte : l'axe Ox étant l'axe focal, l'axe + 
——_————_—————_—_—_—————— 
i [FF"]. l'autre axe de symétrie, on a les relations du triangle 
[3 e Grand-axe : droite AA' (ou FF'), ou segment [AA'], ou mesure (èhapitre 18; ÉD 
Ea 
2a de [AA']. “y mr? - MF? = 2F'F-0P 4” &cx 
: . ” 2 2 
G @Petit-axe : droite BB', ou segment [BB'], ou mesure 2b de MF'? + MF? = 2M0? + —5— F de De 
BB'J. . à nt 
; k TAE A era D t à aE aE arg = dan at ME! + MF = 28 APE 
f © Distance focale : distance 2c des foyers ; on alb=a2 cl ọ >’ 2cx 
VI ' = 
ME" = ME s -= 
£ e Excentricité : nombre noté e tel que e = © (e< 1) ES a z cx 
, à a $ vý ' = 2a A 3 cx MF = ant 
} e Somets : points A, A' et points B, B' de l'ellipse, situés p +M 2cx fournit MEt = a ty a 
a , MF" - MF = | à 
sur les axes de symétrie. = .%? di £X)’ qu'on ramène à 
; P ' A Î on obtient 2 (x? +y?) + 2e° re à a 
À Constructions pratiques d'une ellipse. der va y? l, à l'aide de b = Vai=e? . 
NT ES ā 
1. Fixer les extrémités d'un fil de longueur 2a em F a tb 
(FF' =2c <2a), tendre les parties MF, ,MF' du fil arques. ER 
f! k Remarq x l'autre axe de symétrie), 


e Si l'axe GY est r axe focal (et O 
+ X= 1, 


rier M "en gardant la tension" 
l'équation devient DT 


mp SES RS — 
nil genre reva z - 
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Equation 
- == . La yi . 0 te 

é é iant l'équation suivante, 
normé) vérif z 


è On peut écrire y = b y/l -5 ou y = Pya -x2 pour la demi- 
= JS: j 


ellipse telle que y > 0 ; l'étude de f(x) = Da conduit 


N 


au tracé de l'ellipse (en complétant par symétrie). 


e Si F et F' sont confondus, la définition | ou l'équation mon- Preuve succincte P Ox axe fo- 


trent que le cercle estune ellipse particulière (e =0, a =b). cal, Oy médiatrice de [FF;], 


relations du triangle comme 


dans le cas de l'ellipse, jus- 


qu'à la relation : 


+ éfinition li : l'ensemble des points M (MF'-MF)(MF'+MF) = 4cx ; on 
du plan tels que la valeur absolue de peut supposer x >a, MF'-MF =2a, 
Me" + MF = 2 

- d'où a, d'où 


MF' - MF = 2a 


la différence de leurs distances à 2 
points donnés F, F' (foyers) est cons- 


tante (valeur 2a), est appelé : 
hyperbole : |MF' - MF| = 2a 


analogues à celles de l'ellipse. 


x cx 

MF' + a, MF =>- a, et 
: 1a 

l'on termine comme pour l'el 


lipse ; de même si x < ~-a. 


E è Droite FF' : axe focal ou transverse ; milieu O de [FF'] : centre. 


r i | ` k Remarques. | o 
…, a Grand-axe : droite AA' (ou FF'), ou segment [AA'], on mesure e Si l'axe Oy est l'axe focal (et Ox l'autre axe de symétrie), 
- { 2a de [AA']. ". | . y x i 

$t l'équation devient 27 ` $2 - 


| @ Distance focale : distance 2c des foyers. 


\ j 
@ Petit axe (ou axe non-transverse) : médiatrice de [FF'], ou 


valeur 2b telle que b = yeza] 
e Excentricité : nombre noté e tel que e = Ê (e >1) 
; a : 


’ e Somets : points A,A' de l'hyperbole situé 


i Va BAT les deux 
è On peut écrire y = by=7-1l ou y =g% a? pour 


"demi-branches" de l'hyperbole telles que y > 0 ; l'étude de 


é été par 
f(x) =2 ZZZ? conduit au tracé de l'hyperbole (complété p 


symétrie), et on constate les propriétés suivantes : 

i o 
l'hyperbole possēde deux asymptotes (issues du centre }» 
i n = i ox est l'axe transverse). 
tions y = x et y a * (si 


s sur l'axe focal. 
K Construction pratique d'une hy- 


perbole : d'équa 


choisir un rayon r pour tracer le 


è Construction d'une asymptote : joindre le centre au point Q, 
b ; on voit l'utilité de b (b = ve? - a?) 


a cercle (F,r), tracer le cercle tel que xg =x Tas Yo = 


(F',2a+r), ces cercles se cou- dans le cas de l'hyperbole (schéma précédent). 


pent en 2 points M, M' de l'hy- or 


e Si O est l'angle "non orienté" d'une asymptote avec 0X, 
perbole (ondoit prendrer >c -a). 


b 1 a 
a: tg0= g cos0 = — (ou a 
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lẹ Définition 1°: l'ensemble des points M 
du plan équidistants d'un point donné 
F (foyer) et d'une droite donnée D (di- 
rectrice), tels que FÉD, est appelé 
parabole : d(M,F) = d(M,D) 


Q Propriétés 


è Axe de symétrie : 


e Paramètre : mesure p de [OF]. 


e Sommet : A, milieu de [OF]. 


K Construction pratique d'un parabole 


Choisir un point H de D, tracer la perpendiculaire à D en H et 
la médiatrice de [FH], leur intersection est un point M de la 


parabole (voir plus loin : la médiatrice de [FH] est la tan- 
gente en M ā la parabole). 


normé) vérifiant l'équation suivante, est unelparabole : y? =2px- p? 


e Avec d'autres axes, ona y? =2px.] 


Preuve succincte : l'axedes x étant 


To Equations: l'ensemble des points M(x,y) du plan, (repère ortho- 
LEE 2 | 


l'axe de symétrie, l'axedes y étant 
la directrice, la définition est 
équivalente à : 

2 s MH, (x-p)? +y? =xê, 
d'où y? = 2px - pê (fig. 1). 
e Si l'on prend l'axe des y selon 


la tangente au sommet, 
_P,2 LE P,2 
(x D Ey (x +7) 


donne y? = 2px (fig. 2). 


droite OF (perpendiculaire āD passant par F). 
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Yp(2x Zp) pour la demi-parabole 


_k Remarque: on peut écrire y = 
VIpx dans 


4 telle que y > 0, dans le cas de la figure 1 (ou y = 


l'autre cas) l'étude de la fonction correspondante conduit au 


tracé de la parabole (complété par symétrie). 


NIES GEOMETRIQUEMENT. 


 [ Les 2 modes de définition suivants sont communs à l'ellipse, à 


l'hyperbole et à la parabole, ils constituent des définitions 2 
À 


et 3 de ces courbes. 

j on 2i(foyers et directrices) 

( PEENE donnés un point F et une droite 
D (FD) appelés foyer et directrice 
associée, et un nombre e positif appelé 


excentricité 
á , d(M,F) =MF 
l'ensemble des points idu plan tels a (M,D) =MH 


poenam 


que a = e est une conique : 
FÆllipse si0<e<li , | parabole si e=1} hyperbole sie?>l: 


“c'est la définition déjà 


Preuve succincte : pour la parabole, 
rappelée au 3°. Pour l'ellipse ou l'hyperbole, il suffit de 
retrouver les équations déjà vues, à partir de MF? = e?MH°, 

s axes à partir de F,D,e 


donc il suffit de savoir replacer le 
donnés. 


+ Ox est perpendiculaire à D et passe par F, Oy s'en déduit 


dès qu'on a déterminé O ; on dispose de e, et de d(F,D) = FK 


supposé donné. 2 
= => c 
e On a 3 formules : OF = c, OK =L, g m 
Se E a 


2 

S a i à n 

e Si e<1 (ellipse), c <a d'où OF <0K et OK -0F =FK po OI 
e A = e déterminent a et c, FO = -c détermine 0, etc.. 2 


e Si e> 1l (hyperbole), de même c >a, OF > 0K, OF- -0K =c - =FK, 


on détermine O comme précédemment, etc.... 


Uhr PS on Ces ne D Een m 27e van 
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* Remarque la parabole ne possède qu'un couple (F,D) de foyer 
et directrice, l'ellipse et l'hyperbole en ont deux, par symé- 


trie relative au centre O de la courbe. 


+ Définition 3 (ensemble de centres de 
cercles) : 
èe Etant donné un cercle C ( 
F, rayon 2a) appelé cercle are 
teur, et un point F' (F'&#C) d'un 
même plan, 
l'ensemble des points Mdu plan 
qui sont centres de cercles 
passant par F' et tangents à 
C est une conique : 


ellipse pour F' intérieur āC, 


sinon hyperbole. 


e En remplaçant C par une droite D (F'&#D) : parabole. 


Preuve succincte : pour la parabole, c'est la définition déjà 


rappelée au 3°. Pour l'ellfpse ou l'hyperbole, on choisit un 
point T de C : la droite FT et la médiatrice de [F'T] se cou- 


pent en M ; suivant les cas, MF + MT = 2a et MT = MF' amènent 
à MF +MF'=2a, ou bien MF -MT =MF -MF'= 2a ou MT -MF =MF'- MF =2a, 


on retrouve les définitions 1. 


* Remarques 
e C(F,2a) et le point F' peuvent être 


changés en C'(F',2a) et F : l'ellipse 
ou l'hyperbole possèdent 2 cercles di- 
recteurs, centrés aux foyers. Dans cha- 
que cas, le point associé (par la dé- 
finition 3) est l'autre foyer, 

e Dans le cas de l'hyperbole, la mé- 
diatrice de [F'T] peut être parallèle 


ā la droite FT :'cette médiatrice est alors une asymptote de 


j 
A 


la courbe : 
les asympťgtes de l'hyperbole sont les médiatrices des seg- 


j 


géométrie, les ellipses, hyperboles, paraboles 
f sæ 


qui sont tangents au cercle directeur C. 


ments [F'T 


Commentaire :e 


nsemble des coniques propres, (souvent abrégées en 
eaa t a a 


constituent 1' 
le cercle est une ellipse de foyers confondus (e= 0) 


lconiques") ; 
mais échappe/à la définition par foyers et directrices ; cepen- 
on indlut les cercles dans les coniques propres, engénéral. 


dant, 


FINIES ANALYTIQUEMENT. 


[ Généralités 
e En pratique, le repère est orthonormé et l'on considère 5 
coefficients donnés a, b,c,d,e’tels que (a,b) # (0,0), aux- 


quels est associée l'expression f(x,y) =ax +by” +2cx +2dy +e 
e L'ensemble des solutions (x,y) de l'équation f(x,y) = 0 peut 


être représenté graphiquement par l'ensemble des points M(x, y) 


dont les coordonnées vérifient l'équation (courbe d'équation 


p; f(x,y) =0). 


© Les ensembles précédents sont appelés coniques. 
e On distingue les coniques propres et les coniques dégénérées. 


(0) Diverses formes des courbes d'équation ax? TE +2cx +2dv+e = 0 
esib=0: ax? + 2ex + 2dy + e = 0 (avec a #0). 

« Ou bien d = 0, alors il reste un trinôme du 2° degré en X, 
guivant les cas on a 2 droites parallèles à Oy, une droite 
double parallèle ā Oy, ou Ø : coniques dégénérées 


« Ou bien d # 0, alors on obtient la forme y = ax? + Bx + Y, 


nnaît une parabole d'axe parallèle à Oy. 


on reco 
? + 2cx + 2dy + e = 0 (avec b #0). 


e sia=0: by 
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+ Ou bien c = 0, on obtient 2 droites (ou une double) paral- 
lèles à Ox, ou Ø : coniques dégénérées. 


+ Ou bien c £ 0, on obtient la forme x = ay? + By + y, on re- 


? 
| 
| 


connaît une parabole d'axe parallèle ā Ox (en échangeant x et 


y : y =ax? +Bx +y). 
e Sia=b: a(x? +y?) +2cx + 2dy + e = 0 (avec a #0), on ob- 


d'un cercle, éventuellement réduit ā un point, ou Ø. 


X Cas "général" a # b, ab # O : on peut toujours remplacer les 
termes en x par une forme canonique, de même pour les termes 


en y, on peut ensuite conclure. 2 


À Exemple : 9x? — 4y? + 18x + 16y + 29 = 0 

9x? + 18x = 9(x? +2x) = 9[(x +1)? -1]. 

* —4y + 16y = -4(y? -4y) = -4[(y-2)? -4]. 

+ L'équation devient : 9(x+1)?-9- -4(y-2)? + 16 + 29 = 0, 

d'où 9(x +1)? - 4(y-2)? = -36 3 on ramêne | au second membre 
= a. (x +1)? 

1 

* On reconnaît l'hyperbole de centre Q; (-1,2), d'axe focal 
parallèle à0y, pour laquelle a =3 etb = 2, d'où c= Va? 7 bZ= V13; 
dans ce cas les asymptotes (passant par Q) ont pour pentes 


Ses hot À b D 
5 7 b 3» (et non pas a t-g Come dans le cas où 0x 


en divisant par -36, d'où = ds 


est axe focal). 


O Conclusion : sauf les cas "sans x?" 


ou bien “sans y?", on peut toujours 
. -aè 
se ramener äune des formes symbolisées par + 0, 8 = | 


ou Q, ce qui permet de conclure : ensemble Ø, ou bien 2 droites 


À sécantes, ou bien ] point, ou bien ellipse (ou cercle) ou bien | 
L 
hyperbole, dont on précise aisément les caractéristiques cor AE 
te 


pondantes. 


k tient la forme x? + y? + ax + By + y = 0, on sait qu'il s'agit 


exemple, 


— o Ellipse : x = acost, y= 
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PLEMENTS SUR LES CONIQUES PROPRES. 


ns paramétriques 
b sint. Si t varie de 0 à 27 par 


la courbe est ‘décrite une fois". Autres équations : 
2t 


=E Á paa 
X= 47752 y= byi 


— o Cercle : X = 
— `> 
vidence par 0x, OM (ou Ox, OM+®7), et le rayon est |R]. 


R cost, y = R sin t. Dans ce cas, t peut être 


mis en é 
a : . = 
E ——, = btgt. Si t varie de 0 ā 27 par 
—e Hyperbole : x ee y g 
exemple, la courbe est "décrite une fois". Autres équations : 
2 
1+ 2t 


non 


Itt; y = bE. 
marr Ÿ l-t 


re E t À (À constante 


e Affinité ne d' axe Oy et de rappor 


nulle) : transformation où M(x,y) devient M'(x,àìy) ; on 


conserve l'abscisse, on multiplie l'ordonnée par À. 


e Affinité orthogonale d'axe Ox et de rapport U : 


M(x,y) — M'(ux, y). 
e Transformés de cercles ou d'ellipses ÿ 
SO ———— y 


x 

té i = : 
d'équation = Waj? tr 1: 
ellipse en général, cercle si 


lul -2 (car x'? +y'? =b?). 


le cercle d'ëéquation x? + y” =a 

devient (par l'affinité d'axe. 

Oy, de rapport À), la PoE 
‘2 


d' Fiat x"? + À - ou 


x! : r 
5 eese l : ellipse d'axe 
focal 0xsi |à] <1, 0y si làļ>1, 


dont le cercle précédent est 


appelé cercle principa £ 


x? 
L'ellipse d'équation St T° 1 


devient (par l'affinité d'axe 


Ox, de rapport, u) la courbe 
A 
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i j b et par À, = ai + bi (non unitaires en général). 
e Conséquence : si 2 plans PetP", par Tæ a= je pa 7 ee: 
sécants en D, font entre eux un an- ə Si l'onprend (0, i 1 pour repère, on écrit, OM=xi +yj=XI +YJ, 


gle de mesure a(0 <a<5), un point d'où x= art aY, y =-bX +bY, l'équationdevient (X+Y)? - (-X+Y)? = 


MEP se projette M'EP' ; M et M' d'où XY = 4 (repere non normé en général). 
se projettent en H sur D ; on a e Si l'on tend et 3 unitaires" » puisque Va? +b? =c (demi- 


: r E ma P 
IM' = HM cosa, et si l'on rabat P distance focale) on obtient |XY = 7 (repère normé, non ortho- 


sur P' par rotation (de a) autour gonal en général). 
de D, M vient en Q, la relation 

subsiste : HM' = HQcosa. Si M décrivait un cercle, M' décrit 
une ellipse, on dit que l'ellipse est projection d'un cercle 


égal à son cercle principal. Le cercle est dans P, l'ellipse dans P'. 


23 © Tangentes a aux coniques! 


e Les "demi" coniques ayant des équations de types y -byar =x? 
y= DAT a? ou y =v2px, elles admettent des rate puis- 
que ies fonctions correspondantes sont dérivables (éventuelle- 


ment avec ‘dérivées infinies"). 


@ Construction des tangentes : d'après Les rappels suivants. 


EE d i F 
! \ 
‘ 
\ 
1 5 1 
_ Ellipse: la tangente Hyperbole : la tan- Parabole : la tangenti 
est bissectrice ex- gente est bissectrice est bissectrice de 
" AN sa ner TS ERA 
térieure de MF, MF intérieure deMF, MF' MF, MH, (ou médiatrice 


de [FH]). 


ns ot triées À 
= z TT 14 : 

e pang le repère orthonormé (0,i,j), l'équation de l'hyperbole 

est Z H" 1, (Ox axe focal), les asymptotes sont dirigées 
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CHAPITRE 20 


DROITE VECTORIELLE IR 
DROITE AFFINE IR 


1° -DROITE VECTORIELLE R. 


les cas les plus "simples" sont les plus 
: l'ensemble R (des nom- 


malaisés à interpréter convenablement : 
es T ondamental dans lequel on doit éviter toute 


bres réels) est un cas £f 


confusion. 


(| 


K Remarques- 


i de l'addition et de lamul- 


e Le corps R est l'ensemble R mun: 
es réels (qui 


tiplication (internes), agissant ‘sur les nombr 


sont éléments de R). 
e L'espace vectoriel R, ou droite vectorielle R, est l'ensem- 


ble R muni de la même addition que 
"un autre" corps R ; cette opéra- 


pour le corps, et du pro- 
duit par un réel À pris dans 


tion est externe. 
r s'il s'agit du corps ou d'au 


e On dit souvent R, sans précise 


tre chose. 


e Tout réel x pourraît être considéré comme un vecteur de l'es- 


pace R ; en choisissant une base, c'est-à-dire un "réel-vecteur" 
pat 


a, fixé et non nul, le "vecteur" x aurait une composante À 
; À serait donc le rapp 


cette base 4, on écrirait x = Àa ; 


des réels (et non des vecteurs) x et a. 


e La base canonique (ou naturelle) de l'espace vector 


le "réel-vecteur" | ; alors, x = àl s'interprète de 1 
suivante : x et 1 sont des “yecteurs", la composante \ 


nombre, évidemment égal au “réel-nombre'" x. 


O À partir de l'espac 


Fr Exemples graphiques 
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e En pratique, on évite la plupart des confusions ennotant par 


+ ; + 
exemple 1 la base canonique, et x i le vecteur dont la composante 


est le nombre réel x. 


2° - DROITE AFFINE R. 


e vectoriel R précédent (ensemble des vecteurs 
F z 2 : 2 
x1 pour x réel), on crée l'espace affine, encore notë R, dont les 


éléments doivent être considérés comme des points (mais non comme 


des vecteurs, ni comme des nombres), de la manière suivante : 


on fait correspondre le point Q, 


+ P 
_Au vecteur x1 et au point P, 
z +de- 


défini par Q = P+xi, l'opération (externe) désignée pa 


vant vérifier les axiomes d'espace affine rappelés au chapi- 


tre l. 


e L'espace vectoriel initial est dit directeur de l'espace af- 


fine obtenu. 

à anda ? 
pratique, on écrit alors Q-P=x1, er onco 
de cette manière, le couple (P,Q) de 


© En nvient d'écrire 


Q-P sous la forme PQ ë 


2 = + š : ; 
points représente un vecteur x 1 dont le point P devient l'ori- 


Q étant l'extrémité qui s'en déduit ; mais 


gine fixée, le point 
il existe alorsun autre point 


si l'on change le point P en pa, 
— 


Q’ tel que p'o' = xi. 

e On peut dire que l'espace affine R estun 
taine manière, les bipoints (couples de points 
tent l'espace vectoriel R (espace de vecteurs). 


st souvent appelé droite affine R, ou 


"espace de points" ; 
d'une cer ) de cet 


espace, représen 
e L'espace affine Re 


simplement R. 


a coutume de représenter l'espace affine R, par un axe gra- 


On 
dué 0x, 
correspondent.» 


et les points de cet espace par les graduations qui leur 
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e C'est ainsi que le point xest sou- 
vént confondu avec le nombre réel x 
qui correspond à la graduation x. 

e Si l'onfait correspondre le point 


O et le nombre O, le point P et le 


nombre 1, le point Q et le nombre 
3, le bipoint (P,Q) conduit à 
écrire : Q-P=3-1=2 ; on écrit 
—+ + + 

donc PQ = 2i, où i correspond par 
exemple ā (0,P). 

Se RL a z 3 ” : 
e On aurait OP = i, mais si À correspond à 2, on a aussi : 
Fu 2. De 2 a, i + = + AR : 
PA = 1, AQ = i ; de même, OA = 21, QP = -21, et ainsi de suite. 


> 


R, ou 1a droite affine R, les notions correspondantes sont es- 


sentiellement différentes. 
mere 


n 
e Dans bien des cas, c ‘est au lecteur à faire la part des cho- 
ARGAE 


ses, et à s'accommoder des abus commis au sujet de R. Par exem- 


Can —_ RE ——————— 
ple, on dit : la valeur de f au point x, alors s que Bi l'on a 


x — f(x) = 


Eg 
x —] *? 
x?+1] 


il est évident que x ne désigne pas un point, mais un nombre 


réel, du corps R, sinon coment calculer £ renra 


3° - APPLICATIONS LINEAIRES DE R DANS R.- 


O Dans ce 3° , R désigne l'espace vectoriel Later de type xi, 
x réel), sauf mention contraire, et l'on note Ê, & B, », les ap- 
plications étudiées. 11 


(2 Application linéaire de R dans REN application CR DE 


telle que pour tous vecteurs x 1 y G ... et tous sẹ 


(0,P) est le 
bipoint unité 


O Conclusion : suivant que R est le corps R, la droite vectorielle 
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(nombres réels), f vérifie i ÉLA (x 1) + (y2)] = À Ê(x 2) +1G D. 


+ P ie i š 
f est linéaire si et seulement si 


+ + + + š z k 
f est de type : É(v) = mv, où m est un nombre réel. On dit que 


f est une homothétie vectorielle (de rapport m). 


À Exemples 
° Sim= 0, tG) = Ô = o-i, Ê est l'application nulle (notée 0). 
. Sim= ll, EG) = v, f est l'identité (notée Id). 


. Sim=-l, tG) =, f est la symétrie centrale (ou -Id). 


e Somme : (E +28) est l'application définie par : 
EDE = ÊG) +86) vveR 
è Produit par le réel À : QF) est l'application définie par : 
PR me y + + > 
AÉ) = A XÉGI,WER 
@ Composée : Zot est l'application définie par : 
Zo) = gif], Yv ER 


K Remarque : Si É(V) = mV et Z) = m'v, on a: 


ĒD) = (m+m')v, QAD) = (Am)v, 20F(V) = (m'm)Ÿ ; 
Comparer ces résultats avec leurs homologues pour R? ou R? (où 


les rapports m et m' sont remplacés par des matrices). 


- APPLICATIONS AFFINES DE R 


O Dans ce 4°, R désigne l'espace affine (éléments de type P, Q, P', 


Q',-..), sauf mention contraire. 


d application affine de R dans R : application £(R — R) 
telle que pour tous points P, Q,... ec leurs transformés 
P' = E(P), Q' = f(Q),... il existe une même application liné- 
aire Ë (de R dans R, espaces vectoriels) vérifiant : 
£(Q) = E(P) + É(PQ), où P'Q' = EG. | 
e f est dite partie Linéaire de f ( ou application linéaire 


associée à f). 
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+ p 5 j é 
e È est déterminée dès que l'on connaît les transformés par f 


de deux points distincts. 
, L S R 
X Exemple : Si P est représenté par 


z l et Q par -3, et f(P) = P' re- 
présenté par —2, f(Q) = Q' par 2, 
Sim ' E SA 
ona: P'Q'=Q'-P' ou4 i, PQ=Q-P 
ou A P'Q' = EEO) s'écrit : 
&i =?(-4 D, donc f est définie 
re rd + + i š 
par f(v) = -v, c'est la symétrie 
centrale. 
e Il s'ensuit qu'on connaît Q' ou f(Q), dès qu'on af etP' = f(P) 
ixé 1 = pr + £(PO En fi = 
pour P fixé, par Q' = P' + f(PQ), soit ici : q' = P'-PQ. 


points çonfondus avec leur image 


par f. 
| l A invariant par f <>A = f(A). 
e Si f(P) = P'.est connu, et si Ë associée est connue ÈG) =nv), 
f(A) = A s'écrit : F(P)+mPÂ = A, mPÂ = A-P', mPÂ = P'Å. 


© En introduisant l'origine 0, on obtient (1-m)OÀ =PP' + (1-m)0P, 


donc il existe en général un point invariant unique (si m#l), 
Se —+ 1 + — 
défini par OA = Re PP' + OP, où P' désigne f(P). 
+ $ 
æ Pour tout autre point Q de transformé Q', £(Q) = f(A) +m- AQ 
- e -R z 
s'écrit Q' = A + m AQ, d'où x" = m AQ ; on dit que : 
f est l'homothéti i 
E ; omo Te te centre A, de rapport m, 
f est l'homothétie vectorielle de rapport m (partie linéaire 
de f). ~ 
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CHAPITRE 21 


ANGLES 
TRANSFORMATIONS USUELLES DU PLAN 


O Avertissement : dans ce chapitre, le mot plan désigne l'espace 


: 2 r Z = A 
vectoriel R? ou l'espace affine R? correspondant, l'orientation 


est la même qu'en trigonométrie, l'orthogonalité est prise au 


sens usuel (où les angles sont droits). Eventuellement, le lecteur 


ts affines (points, 


.)- 


verra d'aprës le contexte s'il s'agit d'élémen 


droites,...) ou vectoriels (vecteurs, directions,.- 


1° -ANGLES DANS LE PLAN, 


Angles d E 1 
ê es de « demi-axes » se 


Voir au chapitre 2 la notation O0x,0z, la mesure z 
a 2 
"principale" a (a€[0,27[), l'ensemble des me- 


sures ja +2kT, kE}, lanotation 0x,02 = a 9 


(mod 27). 
e Angle droit : angle dont une mesure est $, ou bien angle 
> T j 
dont une mesure est -p 
2 a Z~ <œ 
E eE + > < > 
e Formule de Chasles : K,92 5 OX,O0X, + Ox,,0X, tot ox 02. 
P M + > — — 
En particulier : 02,0x = -0x,0z 
Se eS LES ES 
0x,0y = 0z,0t<0x,0z = Oy,0t. 


+ Angles de droites. 
QE tel 
è Soient 2 droites D,,D, : l'angle 
$ z A~n 
de ces droites est noté D,,D: et 
défini comme l'un quelconque des 
angles de demi-axes que l'on peut 


définir à partir d'un demi-axe de 


D, et d'un demi-axe de D, (dans cet 


ordre). 
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e Si l'un de ces derniers a pour mesure Œ, tout autre a pour 


mesure a + TmT ou & - T (mod 27), ce qui revient à dire : toutes 


les mesures de D,,D, sont représentées par fa+kr, kEZ |. 


y . 2 : D 
e En pratique, on écrit Di,D2. = a (mod 1). | 


pour un angle de demi-axes, les bissectrices 


è Bissectrices : 


sont deux demi-axes opposés, constituant une seule droite ; 


pour un angle de droites, les bissectrices sont 2 droites per- 


pendiculaires. 
e Directions isogonales : deux couples (D,,D,) et (D3,D,) cons- 


tituent 4 directions isogonales, lorsque D,,D, et D,,D, ont 
mêmes directions de bissectrices. 

te e Droites anti-parallèles : deux couples (,,7,) et (D3,D,) 
constituent 4 droites anti-parallèles, lorsque les directions 


correspondantes sont isogonales. 


isogonalité ou anti-parallélisme, reviennent à : 


TS PTS 
D;,D3 + D,D, = 0 (mod T). 
NSEMBLES DE POINTS DEFINIS PAR ANGLES. 


$ insemble despoints Mitels que MA, MB = pet mn) 
e A et B sont donnés distincts, Q est 
une mesure donnée ; l'angle de droites 
AN a l'une de ses mesures constante 
et égale à qa, si et seulement si M est 
sur le cercle (points À et B exclus) 
défini par : NR ` 
e centre 0, situé sur la médiatrice de 
[AB] et sur la droite définie par 
AB, AÒ = 3 - a (mod T) 

e rayon OA ou OB, (oa -ria 


3° /TRANSLATIONS DU PLAN. 


$ Definition 
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4 ; T 
e Le cas particulier Q = $ (ou œ =- 7) donne le cercle de dia- 
mètre AB. 
; <œ 
$ ‘Ensemble des points M tels que MA,MB = a (mod 27 dal 
è I1 s'agit d'angle de demi-axes, 2 
l'ensemble est un seul des 4 arcs 
< 
limités par A et B sur le cercle wen 
défini précédemment ou sur son sy- 
» z z M A A- A B 
métrique par rapport à la droite AB. Non S 
gal 
-e Le schéma, compte tenu de la po- (ser: 
sition de A et B, donne l'arc en 
fonction de la "position" deq dans Ka 
7 s27 


]0,27[- | 
e Les points A et B ne font pas partie des ensembles, les cas 


particuliers "limites" sont schématisés ci-dessous. 


Condition de cocyclisme. ` 
e 4 points distincts À, B, C, D (non alignés) sont cocycliques 
(sur un même cercle) si et seulement si : 


TD PS 
CA,CB = DA,DB (mod T) 


F > e! m 5 
l: la translation de vecteur a (donné) est l'application 


affine notée Tr de schéma Te : M — T> (M) = M', telle que 


+ — -> 
l M'sM+a ou M' =a 
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donc la partie linéaire de T+ est l'iden- 
a FE, 


k tité vectorielle. 


e T est l'identité affine. 
er o T = T? o Tx = T> zri la composition revient ā la somme 
des vecteurs des Rs (commutative). 


e (T3) = T_ ti toute translation est bijective. 


e Une droite est transformée en une droite parallèle, 
un cercle en un cercle de même rayon. + 
4° - HOMOTHETIES. À a. 4 
l'homothétie de centre À, de rapport À est 1' le 
(M) =M', 


Q Définition : 
cation affine notée H 
4,1)? de schéma ga, 43 


ai 
M' = A + À AM ou AN! = À AM 


est l'homothétie vectorielle 


F Hors à) 


telle que : 


e La partie linéaire de H 
(A,A) 


h z E, a 


transforme tout point M en le point A donn es 
est l'identité du plan affine. 
e Hea 19 est la symétrie affine de centre A. 


e Fe H = 
de D) SE, pu) Ha, u) © Bça,x) = Ha sÀn)? la composition 
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A ' + i + M! 
è On peut écrire :P = P+a, M' = M+a, à 
+ — 
d'où : P'-M'=P-M, ou M'P = MP, z Eu 
+ 
ä 
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è Une droite est transformée enune 


droite parallèle, un cercle en un 


cercle (voir schéma) tels que les 
centres se correspondent par l'ho- 


mothétie, etc.... 


- ROTATIONS. 


1a rotation de centre À 


+ Définition : 
RTE 
et d'angle & est l'application affine 


4 d £ Fa 
notée R(A,a)” e schéma 


+ Es : 
telle : 
| ™%, a er [AI] = IA 
La partie linéaire de Ra, a est la rotation vectorielle 


dont la matrice (en base orthonormée) est de type 


M——R(4,0) (M) =M 


d'angle ©, 


cos Q 
sino 


‘-sina 
cos a 


est l'identité du plan affine. 


e u 
R(A,2kT) 
RA, T +2kT) 
e Raa) © Rag) 7 Ra, © 
de rotations de même centre revient 


est la symétrie affine de centre A. 
R(A, a7 R(A,0+8)”? la composition 
à la somme des angles 


sp 
Rea, a) ; toute rotation est bijective, son cen- 


$ Ría, alis 
. tre est l'unique point invariant (si a #0, mod 27). 


6° -PROJECTIONS AFFÎNES. 


: 2 doites affines D, et D, sécantes en A étant données, 


à vérini tion : 


la projection sur D: parallèlement à D, est l'application affine 
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notée pr de schéma : E 
u PSDS 16 XK cas particulier : si D, est perpendiculaire à 
L. : =M' 4 š ct 2 s 
PYD, Me pip 09 M, A D, (Dı |p,), il s'agit de symétrie orthogonale 
telle que : E: (ou réflexion) d'axe D}, et on a S. :M—M' 
Lu'en, et w'/p | a p | Di 
1 2 A tel que D, est médiatrice de [m']. 
ā " et inversement, et si 


e En échangeant les rôles de D, et Dz, 
: M— M" (M"ED,, MM"/Di)- 


$ Q IBroprigrés (si Sp, est ‘parallèlement à D, 


on a pr 
D: D, et D, se coupent en A). 


X Cas particulier : si D} est perpendiculaire 


ā D2 (Di l»,), il s'agit de projection or- 


; e 5 o S5, = So, o 5, = Ha 13° symétrie de centre A, ou 

a R(A,T +2k7)° 

e (s )"! = $_ , une symétrie est bijective, égale à sa réci- 
D; D; 


thogonale (ou simplement projection) et 
tout 


l'on a M'ED;, MM' À Dı» 


proque (elle fait partie de l'ensemble des involutions) ; 


si prp, est "parallèlement à D," et inversement, et B. point de D, est invariant. 
si D, et Dz se coupent en A). È 
e Prp) o prj, = Prp, © PE ” application constante (tout point m g°- COMPLEMENTS. 
M vient en A). . TEN = - 
TNES E D. Simili E é i d' tation et d'une homo- 
e pry © Pp, = Prp, (répéter une même projection ne change è È similitude, composée (commutative) d'une TOCSELe e 
« =: 2 AE b au éti 2 é à i R 
pas le point projeté). b. thétie de même centre, notée S(A,À,a) à partir de H (4,1) et (aa) 
| i " : | 
0 ‘nvolution.: transformation f telle que : f O Í 


e Tout point de D, est invariant par PI- 
1 


oiana 
e Une involution est nécessairement bijective- 


e Les projections ne sont pas injectives. 
la distance (eucli- 


D certe P ai " 
Qrrsonétrie : transformation f qui ‘conserve 


PE dienne). 
_ Dé ion : 2 droites affines D, et D, sécantes en Pret cr : e Si P et Q ont poux transformés P' et Q' par f, 
E 3 LE isométrie <>d(m',P') = d(M,P) YM, YP | 


A 


FA à x 
nées, la symétrie d'axe D, parallèlement à D, est l'applica 


ine otée Sp, ? de schéma Sp, : Hs, 00 = M", ce) 


l MM'// D, et le milieu I de [MM'] est sur D, . 
f 


e En échangeant les rôles de D, et 


4 
st une isomécrie, dont la 


$ Ô Déplacement) : transformation f qui e 
f ectorielle. 


partie linéaire Ê est une rotation v 


À Q Antisdepraćcement] : isométrie qui n'est pas un déplacement. 
D 


W Exemples de composées 
l. Composées de 2 réflexions d'axes sê- 


D,, ona: 


P "n 
52, : M — M 


| tel que MM"YD, et le milieu J de 
cants en À : Sp, © Sp, Z RCA,2a) et 


Sp, ° Sp, “Eg aaj (08 d 20 md ET 


[MM"] est sur D3. 
donc 2@ est défini mod 27). 
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. Composées de 2 réflexions d'axes pa- 
rallèles : Sp, o Sb, 5 T2 et 
SD, o Sp, = T_,3 (ou a applique D, 


sur D, par translation). 


@ Rappels divers 
a E 


R? R 


G, v) —— o ü,V) 


application ®ÿ : telle que, pour tous vec- 


teurs u, v, .. et tous scalaires À, ... l'on ait : 
Q b symétrique : $u) = d Gu,v) 
©  bi-linéaire : linéaire "enu", patru’, y) =À¢ @,v) + 0',v) 
linéaire "env", p(U,AV+V')=A¢(ŭ,V) + Qu, v') 
6) Ÿ detanie positive z $0, u) > 0, pu, u) = 0 si et seule- 
ment si u = 0. Pres à 
© Produit scalaire usuel : euclidien, tel que) Spyr] 
(en base orthonormée), noré plutôt dev = XX' + YY'. $ 
© Norme, distance : la norme de ù, notée |[u|| est Hole: FD 
la distance de2 points (M,P), notée d(M,P) esta, P) = [ll 
pa le cas euclidien (en base ou repēre orthonormés), 
alle 7y ar)» Var Gui 
© Le produit scalaire euclidien venise : e 
+ + + + 
= uey = [Jul] I7] cos (ü,v) d 
d'où l'importante formule 
AB-AC = AB x AH | B 


H 
a À A 
“ PL 
OA 
VA 
= A y 
d 
Ki 
MAS 


: n Ea + St 2 
e Produit scalaire de 2? vecteurs u = (X,Y), v = (',Y') de R : 


_orientables ni discernables l'un de l'autre 
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CHAPITRE 22 


ANGLES. 


TRANSFORMATIONS USUELLES 
DE L'ESPACE 


C Avertissement : dans ce chapitre, le mot espace désigne l'espace 
vectoriel R’ ou l'espace affine F corzaspondanty l'orientation 
est celle "des physiciens", l'orthogonalité est prise au sens usuel 
(où les angles sont droits). Eventuellement, le lecteur verra, 
d'après le contexte, s'il s'agit d'éléments affines (points, droi- 
tes, plans,...) ou vectoriels (vecteurs, directions de droites, 


‘directions de plans,...). 


zi 


: en base ou repère CD 
0 


orthonormés usuels, le sens positif est ce- 

: + + + + 
lui par lequel on va de 1 sur j, de jsurk, 
> + iy 
de k sur 1, etc... 1 


e Les plans correspondants sont donc orientés, les angles si- 


tués dans ces plans peuvent être orientés, c'est-à-dire mesu- 
rés comme vu au chapitre 21. 
= 
+ © . . < ES 2 
e Si un åxe dirigé par u est donné, tout a 
+ « 
plan orthogonal à u possède l'orientation TA 
+ E à . : 
induite par celle de l'espace : celle qui, 4 


+ ` > 
en mettant u en 3ème position, serait la 


même que pour Œ,7,0. 


3 sures d'angles, dans l'espace : sauf les cas gpi gëcputeni des 
ù, v et D,,D2 ne sont pas 


_ rappels précédents, des angles tels que 
: on les mesure "élé- 


E n aia 
= mentairement" par une valeur prise dans [0,n[ en général. 


j 
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Ba ; CR ; 4o 
e La mesure éléméntaire de u,v est fournie par cos(u,v) tiré 


de la comparaison des deux formules (euclidiennes, base ortho- 


normée) dey = XX'+YY' +ZZ' et uev = Ià VII cos (ü, v) où 
IE = VF - ART, de même pour ||. 


$ Produit vectoriel de 2 vecteurs (base orthonormée et orientée), 
EE net 


e Le produit vectoriel est un produit interne (au contraire du 
C 


> >. 
produit scalaire) défini (à partir de u et v) de l'une oul'au- 


tre des manières suivantes : 
s I6 
eai % 

4 xX x' Yz' =- ZY'\* 
y F7 + en), ; 
z! | 4) 12 uv =| Y| A| Y'] = | zx" - xz' (produits en croix) 

1 Z 2° XY' - YX! 
X 


(À) ae - 


+ + + 
le support de w est orthogonal à u et ā v. 


W tel que : 


t 


La pnn 


+ + + . - 
(u,v,w) de même sens que ( 


+ 
-le sens de w vérifie 
— ~ 


+ mi fées; + + -> 5 se 6 
-la norme de w vérifie Iwil = [Hull II sina]. eri , 
- Fa x 9) i 
e Le produit vectoriel est anti-commutatif, [2 
+ + +, + = Š 
uAv = -vAu. 
e Le produit vectoriel n'est pas associatif, 
ə Si ü et Y sont ls : UAV = Ô uyy K 7 
non nuls ; uAv = 0O<Hu//v, u 
e Dans la base orthonormée @,3,k) ! Ta? = k, Tak = ?, KA? = ï. 


wraz 


e d'une droite et d'un plan’: angle de la 


ai = 

Le de 2 plans # angle de 2 droites, cha- 
cune dans un des plans et orthogonale à la 
droite d'intersection des plans. 


di - 


g droite et de sa projection orthogonale dans Lj- 
ce plan, (nécessairement mesuré de 0 à D. j 
e ' 
A L ; { 
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DE L'ESPACE. 


+ Translation, homothétie : comme dans le cas du plan. 
ó 

J 
$ notation autour d'un axe A: si u est 
vecteur directeur de L, dans tout plan 


perpendiculaire ã A ona l'orientation 


induite (rappelée au 1°), d'où : 
la rotation d'axe A, d'angle & est 
l'application (affine) notée R(\,a) 
définie par : R(A,œ) (M) = M'tel que, 
dans le plan passant par Morthogo- 
nal à 4, l'on ait M' =R(A,a) (M), 


(A intersection de l'axe et du plan). 


Ra ,a) (P), etc. 


(P) = P' tel que P' 


e De même pour P : R(A,«) 


> 


$ Projections : on distingue 2 cas, projection sur une droite paral- 
S 


lēlement Āā un plan, et projection sur un plan parallēlement à une 


droite. 
e Projection orthogonale (sur une droite, ou sur un plan) : 


définie de manière similaire ā la projection orthogonale plane 


(chapitre 21). 


$ Symétries : on distingue 3 cas, symétrie par rapport à un point, 


symétrie par rapport à une droite parallèlement à un plan, symé- 
trie par rapport à un plan parallēlement à une droite. 

e Symétrie orthogonale par rapport à une droite : identique à 
une rotation d'angle T autour de l'un ou l'autre des axes por- 
tés par la droite. 

e Réflexion plane ou symétrie orthogonale par rapport à un plan: 


| 


analogue à la transformation d'un objet par un miroir plan. 
POS oies 


ô Involution, isométrie, déplacement et anti-déplacement sont défi- 


nis comme dans le cas du plan (chapitre 21). 
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3° - COMPLEMENTS. 


+ Composée rotation-translation : 
Partner dt EL EE ES 


e On appelle vissage la composée 

(commutative) d'une rotation d'axe. 
dirigé par ü et d'une translation 
de vecteur ku, (k # 0, k fixé). 


e M est transformé en M" comme si 


l'on vissait (ou dévissait) un 


écrou. 
© composée de 2 réflexions de plans Pj et P3” 


® Si P, et P, sont sécants selon À, et si leur angle a une ze- 
sure Q, la composée est une rotation d'axe porté par À, d'an- 
gle 2a ou -2a(mod 27) suivant les cas. 


e Si P,/P,, la composée est une translation de vecteur ortho- 
gonal à P, et P2, double du vecteur qui fait passer d'un plan 
à l'autre par translation. Sur le second schéma, on aurait : 


S, os = = 
Par, T Taa e Sp Sp, * Tai: 
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CHAPITRE 23 


APPLICATIONS LINEAIRES 
OU AFFINES DU PLAN 


1° “RAPPELS DE GEOMETRIE EUCLIDIENNE. 


2 

C] Le plan vectoriel R est muni d'une base orthonormée 8,3), le 
2 

plan affine R^ est muni d'un repère orthonormé (0,2,3), le pro- 


duit scalaire est euclidien (d'où norme et distance euclidiennes). 


+ Droite vectorielle (de vecteur directeur u non nul) : 
ensemble des vecteurs Ÿ tels que v= au aeR). 
e Si u = ai + bi, en posant v =x? + YJ, on obtient : 
X = ìa P he 
Y = Àb (équations paramétriques), 


ou aY -bX = 0 (équation cartésienne). 


@ Droite affine (passant par M, et dirigée par U non nul) : 


—+ + 
u 


+ 
ensemble des points M tels que M = M, + àu GER), ouM,M=Aà 
esiu- ala bi, avec M,(x5,Y9) donné on a M(x,y) par : 

AE Rg on (paramétriques) 

y =y, + Ab Fe queas N 

ou ay - bx = ayọ ~ bx, (cartésienne). 

@® Réciproquement, si l'on a ox +By=Y, 
avec (1) non nul, ce vecteur est di- 
recteur de la droite ; on préfère sou- 


vent interpréter l'équation par : 


5A a A 

OÀ = (a) est orthogonal ä la droite. 

— 

OH = __YŸ__ OÅ définit la projection orthogonale HdeOsur la 
a2+p2 

droite. 


Scanné avec CamScanner 


L77 


(dans une même base), 


Pour 2 droites D et D' d'équations ax + By = yeta'x+ßB'y = y', e Egalité : par les égalités terme à terme. 
e Somme : par les sommes terme à terme. 

e D//D' < aß' - Ba' = 0 

e Dln' <> aa' + BB" = 0 

(on écrit les propriétés pour les vecteurs directeurs). 


e Produit par À réel : par le produit de chaque terme par à, 


e Produit : par les produits "lignes par colonnes", 


S. N ki Exemples : si A = + 0) sé ps IE A | 
2° - APPLICATIONS LINEAIRES. MAT RICES. r a 


2 Zo 
O Le plan vectoriel R est muni de la base (1,]), quelconque ou 


: + ess 2 2 k 
orthonormée. Une application linéaire de R? dans R? est appelée 


endomorphisme ; si de plus elle est bijective, on dit : automor- 


phisme de R’. 


x . mm ae 


-= > 
Si, dans une même base, Mat f = F et Matg = G, ona: 


+ 


Ê =g<4>F=G  , Mat(f+g)=F+06 


r + latrice dans la base ED) d'un endomorphisme 


e Si f est défini vV=xi+Yi— Fi 
1 nı ar $ V = l1 = vV + va 
j p À Mat (fog) =FXG 3 Mat (Àf) = ÀF 


Matrices usuelles. 


X' = aX +bY > a 
avec ə la matrice de f, notée Mat f, 


o) 


Y' = cX + dy - = s 0 
Endomorphisme nul (v —= 0), matrice nulle O = o 0) 


est le tableau des composantes de iG) et iG) .mises en colon= no 
DAS > > : 2 
nes selon le schéma : ++ ++ aiia ae 08 e Identité (v —>v), matrice unité I = (o À 
+ + > > . à 0 
© Homothétie de rapport À(v —=AÀv), matrice ÀI = e3 


a 
+ 
Ala 5 1+ fa b 
Mat f = f 
Fa ; ? z aj i i a) 
f 2 d e Projection sur i parallèlement à ], matrice la 0/ 
: FaN 0 à 
» 4 27: : nl : i 
= © L'utilisation du produit "lignes par colonnes" traduit l'en- e Projection sur j parallèlement à Í, matrice (s 1) 


domorphisme par : 


CAM RE SR 


© La règle découle des schémas Suivants : 


= , -| 0 
e Symétrie centrale G —> -v), matrice -I - ( o -1/ 


5 | 1 0 

© Symétrie d'axe H parallèlement à j, matrice (5 $) 
+ + | -1 0 

@ Symétrie d'axe J parallèlement à 1, matrice | G I 


è Rotation d'angle a (mod 27) en base orthonormee i 


— cX + dY , cos à nl 


matrice ; 
* tue cos a 
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nombre, noté- dét À ou en- 


e Dans les produits : dét(AA) = À?dét A, dét (AB) = (dét A) (dét B). 


x 


a b P : 
si A= (G ) » la matrice inverse, notée 


, existe si et seulement si dét A7 0, alors : 


d =b 
(a 5 , et si A = Mat f, alors Mat (f~!) = A7. 


A"! 


-l = 
A IK A 


$ Noyau, image (d'un endomorphisme È) 


ensemble des vecteurs V tels que fG) = Ô, 


Ker È = {V/É(V) = Ô}. 


ensemble des transformés de tous les vecteurs 


mt- GR- i, vrEeRI. 


P e Noyau de É H 
noté Ker Î. 


ee 

e Image de f : 
2 

de R , noté Im f. 


PPLICATIONS AFFINES ET LINEAIRES ASSOCIEES. 


À Le plan affine R? est muni du repère (0,1,3) quelconque ou ortho- 
normé, son espace vectoriel directeur est le plan vectoriel R° 
muni de la base G, D). Une application affine f de R? dans R’ 
est définie par la donnée d'un point et de son transformé par f 

_et par la donnée de la partie linéaire de f, soit f (endomorphisme 
.ou automorphisme). 
: 5 

K L'étude des applications affines de R° est rappelée au chapitre 


25, à l'aide des nombres complexes. 
On peut aussi utiliser les rappels suivants 


$ Formules de définition. 
e Soit f (affine), transformant M(x,y) en M'(x',y') AY 
» , : 


» Qet B sont les coordonnées d 


x'=aaxtbyta 
y" = cx + dy + B 
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& 
e La partie linéaire f a pour matrice F -(; ?) , (visible sur 


les formules). 
par exemple une homothétie (vectorielle), f est dite 


e Si fi est 
de même pour les autres noms des transfor- 


homothétie affine ; 


mations. 
è Invariants : un point invariant est défini par f(M) =M, d'où: 
y. Suivant les cas, il n'y a aucun point inva- 


x'sxet y'= 

riant, ou bien un, ou bien une infinité, cela peut renseigner 
z 

sur la nature de f(ou de f). 


où f, g sont affines et leurs parties liné- 


aires Ë, g ont pour matrices F, G : 
e f injective <>f injective <> Ker f = {0} <> dét F ž 0. 
2 
e Dans le cas actuel cR ) 


f injective <>f surjective <>f biject 
écédents. 


ive, d'où des équi- 


valences avec chacun des résultats -prè 
sa partie linéaire est gof et 


e La composée gof est affine, 


cette dernière a pour matrice la matrice 
-l a pour partie linéaire 


produit GF. 


e Si f est bijective, sa réciproque f 
(inverse 


-l et cette dernière a pour matrice la matrice F7! 
de F). 
Pa .. . x s re 
e Si dét F # O(f et f sont des bijections) on a Ker f = {0} et 
2 


de plus : Inf = R? ou aussi Imf = R’. 


UCTURES. 


4° -APPLICATIONS LINEAIRES ET STR 


R?, noté 


+ L'ensemble des endomorphismes de l'espace vectoriel E = 
: somme d'ap- 


LE) ou LR? ), est muni des opérations suivantes 
composition 0. 


plications, produit par À réel, 
oduit par À réel, 


+ (LE), +) est un groupe abélien ; avec le pr 
on a un -espace vectoriel, appelé l'espace PE). 
(LE) +,0) est un anneau unitaire (unité Id), non commuta- 


tif, appelé l'anneau LKE). 
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e Les automorphismes (endomorphismes bijectifs) de E = R?, 
constituent un sous-ensemble, noté GL(E) ou GL(R°), de Z(E). 
e (GL(E),0) est un groupe, alors que (LE), 0) ne l'est pas, 
ce groupe est appelé groupe linéaire de E, ou groupe GL(E).. 
e A son tour, GL(E) possède un sous-groupe (pour O), appelé 


groupe orthogonal de E et noté O(E). 
Eléments de LŒ), GL(E), O(E). 
p 


@ ZE) a pour éléments tous les endomorphismes (applications 
linéaires) de E dans E : endomorphisme nul, identité, homothé- 
ties, projections, symétries et symétrie centrale, rotations, 


et leurs composés (notamment similitudes, antirotations). 


@ GL(E) a pour éléments tous les automorphismes de E sur E (en- 
domorphismes bijectifs, ou inversibles) homothéties de rap- 


P å -> + + + 
port non-Lul, involutions (telles que f = f-l ou fof = Id). 


Toute involution est une symétrie (centrale, ou par rapport à 


D, parallèlement à D,, ou orthogonale), ou une composée de sy- 
id métries. T 


@ O(E) a pour éléments toutes les isométries vectorielles de E 
(endomorphismes qui conservent le produit scalaire ou la norme), 


appelées aussi automorphismes orthogonaux : par définition, 
+ 
eow <= EOE = DS vd 
+ + 
ou [EG = [ul ca). 


. À + 
e Si FEO(E), ÎTlaussi, donc Ê-1 a les mêmes propriétés, 


è Tous les éléments de O(E), ou isométries, sont les rotations, 


les réflexions (symétries orthogonales), la symétrie centrale, 


et leurs composées š$ certaines sont des involutions, 


e Matrices des isométries (base orthonormée) ; 
cosa -singa 


Merna E o) : rotation d'angle a (mod 27) ou cas particulier. 


w td 


p 
K 
Ant 
i; 
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cosa sing 
sina -cosa 


) antirotation (composée de rotationet réflexion) 


e L'ensemble des rotations est un sous-groupe de O(E), 1'ensem- 


ble des antirotations n'est pas un sous-groupe de O(E). 


5° - APPLICATIONS AFFINES. 


i 3 : ` 2 2 
O si f est une application affine de R dans R (espaces affines), 
-> 
elle possède une partie linéaire f dont les propriétés se Téper- 
cutent souvent à f (de même que le nom : par exemple f projec- 


tion vectorielle, d'où f projection affine, etc...). 


9 L'ensemble des applications affines de R? dans R? n'a pas de nom 
particulier, il comprend les éléments de types-suivants : 

e application constante : VM, M—>A (A fixé). 

identité : M—>M (WM). 

tranetation : M—M' (M' = M+2, à fixé). 

homothétie : M—>M' (AM' = AAM, A fixé, Aréel fixé). 
projections quelconques ou orthogonales. 


symétries quelconques, orthogonales, ou par rapport à un point. 


rotations quelconques (d'angle donné, de centre donné). 


Composées des précédentes (notamment : similitudes affines). 


Le NL Se A > — -l 
Involutions affines : telles que fof = Id ouf = f . 
ns 


e Nécessairement, une involution est bijective. 


e Toute involution (affine) est une symétrie. 


f admet au moins un point nn TS 
et p3 est une symétrie (vectorielle). 


è f involution (affine) <>! 


Sométries affines”: conservent la distance (euclidienne)- 
e Si l'on pose F(M) = M' et f(P) = P', 

f isométrie (affine) > d(M',P'}) = a (M,P), (MY): . 
è f isométrie (affine) <> À (partie linéaire) est 10m 


(vectorielle). 


crie 
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K Parmi les isométries affines : 
Déplacements : tels que la partie linéaire soit une rotation 


vectorielle). 


Antidéplacements : toutes isométries non-déplacements. 
: les symé- 


e Certaines isométries sont aussi des involutions : 


tries. 


e Les déplacements sont : rotations, translations, et composées. 


e Les antidéplacements sont : réflexions, composés d'une ré- 


flexion et d'une translation parallèle à l'axe de réflexion. 


4 yi 
#2 à PORTE 
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CHAPITRE 24 


APPLICATIONS LINEAIRES 
OU AFFINES DE L'ESPACE 


APPELS DE GEOMETRIE EUCLIDIENNE. 


o L'espace vectoriel R’ est muni d'une base orthonormée (1,j,k), 
RP D3 < aT 3 > ETES 
_ l'espace affine R’ est muni d'un repère orthonormé (0,1,},k), le 


produit scalaire est euclidien (d'où norme et distance euclidiennes). 


Plan vectoriel (ae vecteurs directeursu etu' nonnuls, non coliné- 
_ aires) : ensemble des vecteurs v tels que v sjat uu' Qe R, : ER). 
e Siü = ai + b3 +cketu'= a'i + b'J + c'K, en posant 

X = }a + ua’ 


Y = Àb + ub' (équations para” 


+ + > à 
v = Xi+ Yi + Zk, on obtient : Exon 
métriques) 


Z=dc+uc 
. gay sys à u) de type 
® On a une équation cartésienne (en éliminant À et u) de typ 


> aX + BY + yZ = 0. 


a ‘Affine/(passant par Mo, dirigéparuet u' précédents) ve a 
agy t4 = M = Àu + wu. 
des points M(x,y,z) tels que M = Mọ + Au + yu', ou Mo in 
` tien 
e Avec les notations précédentes, et Mo (Xo»YorZo)» On © 


ensemble 


ax + By + yz = 6, 


nt À et u) 


X = Xọ + a + ua' 
y = yọ + Àb + ub', ou une équation de type 
Z = Zo + ÀC + uc' (en élimina 


O 


_ © Réciproquement, si l'ona ax +By+vz = 6, 
| on peut interpréter cette équation par : 


ne a 
AUX (5) est orthogonal au plan, 

T, g? OÀ définit la projection 
g Co + +Y 
rthogonale H de O sur le plan. 


-a A 
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ĝ Plans parallèles, plans orthogonaux : si et seulement si les" vecteurs 


oR" correspondants sont respectivement parallèles, orthogonaux. 


+ Droite vectorielle(de vecteur directeur ù non nul) : ensembledes 
> + 
vecteurs v = Àu GER) 5 si u= ał+bj+ck et y= X? + Y3 +2k, 


X = ìa 
on a les équations paramétriques Y = Àb 
Z= Àc 
2 : Dee bX - aY = 0 
ou 2 équat de pl À 
quations de plans (éliminer À), par exemple Fix = bZ = 0 


@ Droite affine (passant par M, et dirigée par T non nul) 
La 
X=X + Aa 
ensemble des points M tels que M=Mo +Ù, d'où y= y + Àb 
Z=2,+ Àc 
26 P PER , ax + By + yz = ë 
ou équations de plans en éliminant À : a'x + B'y + Y'z =6" 
è Réciproquement, l'intersection de 2 plans (affines) est une 
droite dont on a des points particuliers, soit dans (x0y) en 
posant z = 0, soit dans (ÿ0z) en posant x = 0, etc..., et dont 


. ny . + 
on a un vecteur directeur u en exprimant que u est orthogonal 


a a" cheat 
à la fois (5) ee (5). ou colinéaire au produit vectoriel 
' 


OIOM 


ĝ Droites parallèles, droites orthogonales : si et seulement si 
leurs vecteurs directeurs sont respectivement parallēles, ortho- 


gonaux. 


© Droite orthogonale à un plan : on exprime qu'un vecteur directeur 
a 
de la droite est parallèle au vecteur (8 ) tiré de l'équation du 


plan (ax + By +yz = 6). y 
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Droite parallèle ā un plan : on exprime qu'un vecteur directeur 
a 


de la droite est orthogonal au vecteur (5) tiré de l'équation du 
Y 


plan. 

Angle d'une droite et d'un plan : angle de la droite et de sa pro- 
jection orthogonale dans le plan ; on exprime le cosinus en cal- 
culant de 2 manières un produit scalaire convenable, par XX' + YY'+ ZZ' 
et par I IIl cos(ù, v). 


Angle de 2 plans : angle de 2 droites, respectivement prises dans 


chaque plan, chacune orthogonale à la direction comune aux deux 


plans ; on exprime le cosinus en calculant des 2 manières un pro- 


duit scalaire convenable. 


2° - APPLICATIONS LINEAIRES. MATRICES. 


ge 2 1 (dans 
On généralise les notions similaires (dans RŽ) au cas actue ( 


3 x a ivants 
R ) pratiquement "mot à mot", compte tenu des rappels su 


4i Matrice dans la base GITIK) d'un endomorphisme i Azt 
i _ př 
+ Si fest dēfini par: V= Xi + Yj + Zk — KOBEA rieri 
X' = aX + bY + cZ 
avec į Y' = a'X + b'Y + c'Z, 
Z' = a"X + b"Y + c"Z Lu igi 
+. ET i en colon” 
la tableau des composantes de EG), CG), f(k) mises 
+7 G 10 
f() £(3) 


+ 
> 2 
la matrice de f, notée Macf, est 


+ Ho 3 

7 + a b $ 

. + + ' b' c! 
nes selon le schéma : Matf=j?>°ļ| ê i 
k + a" b" : 


l'endo7 
; PEIR. e nnes" traduit 
* L'utilisation du produit "lignes par coloni ax +bY +c2 
af a'g+b'Y +e Z 
“A rgab"Y+te Z 


x" a b c\/X i i 
morphisme par) { 1 b' e) ; , d'où Si 
zy \a" b"e 
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la règle découlant des schémas : 


{X — aX + bY + cz. 
I 
1 


f a 1 
ai r a' b' ety Yi 1x ' ' 
CA à l a + D'Y + c'Z. 
| My 
" a 
f pee X} 
x RES VX 
p Ca" b" Mea] — a"X + b"Y + eZ. 


e Opérations sur les matrices : égalité, par égalités terme à 


terme ; somme, par somme terme à terme ; produit par À réel, 
par produit de chaque terme par À ; produits, par produits 


“lignes par colonnes". 


è . 1 0 -I 0 4 2 

Exemples : si A=|3 1 2 jet B= |-2 1 -1}, 
-2 1 3 1 0 3 

4 1l À O -À à 
A+B=|1 2 1}, AA-=-[-3X- "x ‘2à |, ok ECS 
ci 1 6 2A À 3À £ 

-1 4 = 8 6 l4 

AB = |0 13 11}, BA=|3 0O 1). 
1 -7 4 c5 3 8 


. š 
Les correspondances endomorphismes + matrices sont les mêmes 


m 0 00 
que dans le cas de R » les matrices usuelles O =| 0 0 o) 
» 


0 0 1 
métrie centrale, ... 


100 
= (i 2 . 0 0 
I (o 1 0}, àI pour l'homothétie de rapport À, -I ne la sy- 


a b c 

! b’ ' a in 
a au b" on : nombre notë dép A; gr 
ulé par l'une des rēgles suivantes : 


= @ développement par rapport à la lère colonne : 
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Lu 


> "ec b c b ce ~ [bt c! 
détA= a b" e" - a' b" crl +a" b' c'|” où |u cn est le 


mineur de a (obtenu en supprimant dans A la ligne et la colonne 


. b c 
de a, de même pour le mineur (ge o"j de a', etc..., et où l'on 


alterne les signes devant a+), a'(-), a" (+). 
e Développement par rapport à la 2ème colonne : 
decka -blan le ble, Cah ~ "hs cer où 

e " " af e'f”? 

mineur de b (obtenu en supprimamt ligne et colonne de b), 


a 
5 a" € est le 
b"(-) alternent. 


c 
o” 


E : etc..., et où les signes devant b(-), b'(+), 


e Le signe par lequel on doit commencer s'obtient par la règle 


suivante : le ler terme de À est affecté de +, ensuite, on al- 


terne les signes à chaque passage d'un terme à l'autre, selon 


+-+ 
le schéma |- + | cette règle d'alternance aboutit toujours 


+-+ 


au même signe pour un élément donné, quel que soit lechemin suivi 


(on n'a pas le droit d'aller en diagonale") 

I Exemple = si A=1|3 i 2} on peut choisir la lère ligne à 
cause d'un terme koi i- Š 

aét À = Q)! t il Of HO ; 
A partir de la 2ème colonne, on a de même : 


dét A = © ©: l 31©: p 4 20+1-5--4. 


= \? dét A, dét(aB) = (dét A) (dét B). 


pour y arriver, 


e Dans les produits, dēt (ÀA) 


ate 
={a' b' c'|\, la matrice inverse, 
a a" p” a” 

, existe si et seulement si dét A # Ü, et un moyen rapide 
aX +bY +cZ = X' 


notée A` 


de la déterminer est de résoudre le système a'X+b'Y+c'z = Y' 


71 


ax + bY + cz 
=- z a 
les termes deA sont alors mis en évidence. 


i + 2-1 1 
e Si A = Mat f, alors Mat(f ) = À . 


par rapport äX, Y, Z 2 
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- APPLICATIONS AFFINES ET LINEAIRES ASSOCIEES. 


Les rappels faits au chapitre 23, 3°, s'adaptent pratiquement 


mot à mot au cas actuel, en tenant miss seulement de la dimen- 


sion 3 au lieu de la dimension 2. 
+ Dans le cas des points invariants, il peut arriver qu'on ait 
e infinité de points d'un même plan, ou bien d'une même 


| 
| 

un 
cela peut renseigner sur la na- 


laroite ; quoi qu'il en soit, 
| ture de l'application. 
/ 
para LINEAIRES ET STRUCTURES. 


es rappels faits au chapitre 23, 4°, s'adaptent pratiquement 


mot à mot, en remplaçant E = R? par E = R’, etc... 
+ Les éléments de P(E), GL(E), O(E) sont, pour E = FR’; ana- 


= 2 P + . 
logues à ceux du cas E = R ; maintenant les projections sont 


sur un plan parallèlement à une droite, ou sur une droite pa- 


rallèlement à un plan, de même pour les symétries et les ré- 


flexions. 
á + Les matrices de rotations et d'antirotations sont modifiées 
a /a b c 
. u 2 . LA 
par rapport au cas de R”: a' br c' représente une rotation 
3 ab! €! 


lorsque les ‘'vecteurs- 2 et 
q rs-colonnes vérifient cer- 


LL 2 b a 
a'},(b'},f c' 
a" b" c'! 
taines relations et le déterminant de la matrice est +l ; de 


même pour une antirotation et déterminant égal ā -I 


5° - APPLICATIONS AFFINES, . 


O Les rappels faits au chapitre 23, 5°, s'adaptent pratiquement 
ā mot, compte tenu du changement de dimension, et de ce que 
symétries et projections sont par rapport à des plans para 


SE 
‘ment à des droites (ou inversement), 
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CHAPITRE 25 


LES COMPLEXES EN GEOMETRIE PLANE 


1°-PASSAGE DES COMPLEXES AUX POINTS ET AUX VECTEURS 


D au chapitre 7, la bijection (en axes orthonormés) qui associe 
A z = a+ib et M(a,b) est précisée. 

O Le passage d'espace vectoriel (directeur) à espace affine établit 
) ; on peut alors, à 


CR 


aussi une bijection entre M(a, b) et oh = ( 
l'aide de la relation de Chasles (C4 = où’ - 0), associer àM et 


M', d'affixes z et z', le vecteur vu d'affixe z'-z2.]| 


=$ : 
K Remarques, pour MM" : M 


y 
D 


+ 


|" || ou dm,M') = Iz' -z| x 
A~ ği ML NY 

— — 

OX, MM' = arg(z' -z),mod 27. /Xarg(z'-=2) 


2° APPLICATIONS AFFINES PLANES. 


O Les bijections rappelées ci-dessus permettent d'établir une cor- 


respondance bijective entre les transformations planes usuelles 


et certaines fonctions complexes. 
re — 


+ 
Fr Exemple 1 : translation de vecteur u 


donné. 
: € Q x A 
e Siu= ei a il lui correspond 
b=a+is, et 
T> : M—M =M+u 
u. 


se traduit par : 
\ 
\ 


f : 2! =2+b. | 
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N Exemple 2 : homothétie de centre A, 

de rapport À (réel non nul, À # 1). 

e Si N(a,B) est donné, il lui cor- 
respond w = a+iB et 


: M— M = R+ATN 


H 
(A, A) 
se traduit par : 
f : z —z' = w+A(z-w), d'où z' = àz + (1-A)u. 


e Généralement, si z' = Àz + b (À réel, À # 0, À # 1),ils'agit 

d'une homothétie de rapport À, de centre Q tel que w = B: 

e En particulier, la symétrie de centre Q est Heg -1)? d'où 
3 


z' =-z+b (l'affixe de Q est w = D. 

K Exemple 3 : rotation de centre { et d'angle a. 
e Si a (mod 27) est donné, soit : 
a = [1,a] = cos a + isina. 


e On sait : [1,a}x[r,0] =[r,0 +a]. 


4 e La rotation R(O,a) * 
h , 


uw (IAR - naan 


pi 
OM, OM' = à 


se traduit par f : z —> z' = az. 


=. _— 
e La rotation R(Q,a) © mn (EL se traduit à 
' = 
l'aide de z' -w = a(z-w) d'où : vein * 


š š 
f : z—z' = az + (l-a)w, où |a| = 1, arga = à. 
——aa l s aa G € 7 Ce 

Fr Exemple 4 : réflexion (ou symétrie orthogonale) d'axe Ox 
e On a déjà rappelé la conjugaison 
(chapitre 7), la réflexion d'axe 0x 
se traduit par z — z' = z, 


y 


© De même, 


réflexion d'axe 0y : z — - 7 


symétrie de centre 0 : z-2 
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302 CAS GENERAL f: z — z' = az + b 


[ a et b sont donnés, complexes (éventuellement réels). 
Toute fonction de type z —+ az + b est dite fonction affine. Des 


exemples précédents, on peut tirer les résultats suivants. 


@Sil'on2z'-7z+b, 
il s'agit de la translation de vecteur u ü image de b). 
@ si l'ona z' = àz + b, À réel (À # 0, À # 1), 
il s'agit de l'homothétie de rapport.À, de centre A(point in- 


variant) image de w = D (d'après w = àw +b). 


Si À = -1 : symétrie de centre Q. 
@ Si l'ona z' = az + b, [al = | rais a ž 1, 
il s'agit de la rotation d'angle à = arg a, de centre R inva- 
EE }, A 


riant donc image de w = Ta 

@ Si l'ona z' = az + b hors d'un cas précédent, 
il s'agit d'une similitude de rapport |al, d'angle arga, de 
centre Q invariant (donc image de w = =: 


La similitude est directe (rapport [al positif). 


D Conclusion : l'ensemble des fonctions affines de C dans €, repré 
sente l'ensemble des translations, homothéties (symétries à cent 
tres), rotations et similitudes directes. 

e La composition o donne une structure de groupe, autant à l'en- 
semble des fonctions affines qu'à l'ensemble de transformations 
géométriques associées. 


e Certains sous-ensembles sont des sous-groupes: 


4°- ETUDE GENERALE DE f :z — z' = aZ + b 


C a et b sont donnés, complexes (éventuellement réels). 


Une fonction de type f : z —= az + b,n'a pas de nom particulier. 


De tout ce qui précède, on peut tirer le plan d'étude suivant: 


Scanné avec CamScanner 


192 


@ Points invariants : définis par l'affixe z tel que z = az+b, 
è Posant z = x + iy (et z = x-iy), l'équation précédente four- 

nit un système de 2 équations à 2 inconnues x et y. 

e Suivant les cas, pas de point invariant, un seul point inva- 

riant, ou une infinité mais répartis sur une droite invariante, 


alors il s'agit d'une symétrie par rapport ā cette droite. 
@ Décomposition de f : on peut toujours décomposer f selon le 
Pre 5 E 
schéma : z —> z — a Z tb, d'où f = f,Of,, avec f} : Z —— aZ +b, 
étudiée au 3° et f, : z — z, réflexion d'axe Ox. i 
ə On conclut aisément ; cependant les invariants de f ne sont 


pas nécessairement les mêmes que ceux de f, (s'il y en a). 


FY Exemple : f: z—z' = (l+i)z + 2 - 3i. 
è Invariants de f : x + iy = (l+i)(x-iy)+2-3i donne x = =l, 
y = -2 (ou z = -] -2i). 
e Décomposition : f,(2—+ Z) et f,(z —>(l+i)z+2-3i), donne 
pour f, : similitude de rapport V2, d'angle P de centre (in- 
variant de f ) défini par w = 3 +2i. 


e f est donc la composée f;of, correspondante. 


Ee “fi je 
OI. z> (a)z + D) —az+b, 
f2 est de type étudié au 3°, fı est la conjugaison (ré- 
flexion d'axe Ox), 
R =f -, 
a z -z —} (-a)(-Z) +b, 
f, représente la réflexion d'axe Oy, f} est de type étu- 
dié au 3°, 
pEr 
y 2 _ T 
z — (-a)z + TS 8 ek, 
est de type étudié au E 


mort représente la réflexion 
d'axe 0y, 
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O Conclusion : l'ensemble des fonctions (non affines) de € dans € ` 


de type z—>az + b représente l'ensemble des transformations in- 


directes du plan. 
e La composition © ne donne pas de structure, car cette loi | 
n'est pas interne (f, : z —Z et f, : Z—+-2 donnent par 


exemple fof} : z — - 2, fonction affine). 


5° - AUTRE TRANSFORMATION. 


za g P š 1 à š 
O On peut avoir à construire l'image M' de F connaissant M, inage 


de z non nul. 
e z = [r,0] donnant Ł = iż, -0], on obtient M' par l'une ou 


l'autre des constructions symbolisées par : 


1. 277 , OùuM—P —=M'. 
2. cest, ou M—P'—#M". 
Z z 


z 


OAE, R 


z= [r, 0] 
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CHAPITRE 26 


EXEMPLES DE GROUPES, 
ANNEAUX, CORPS, ESPACES 


{1° - RAPPELS. 


@ Groupes usuels (tous abéliens) c< m mahs KIS. 


Œ,+) (@+) (R) C,+) © 
(@,x) (R*,x) (C*, ») K 
& Anneaux usuels (tous commutatifs et unitaires) 
(Z, +, x) intègre 


Zh non intègre si p est non premier. 
-„_ = 


(Li Corps usuels (tous commutatifs) 


ES 
E cO) (Rs, 0 Ca) ZAZ si p ort premier 


© R -espaces vectoriels 
~ SLT RER 


LE 
o M 


E. \ R R? R’ , de bases G), (LD, Œ,3,k) 
EC (isomorphe a Rê?) » de base i) 
. o affines 
, 2 
R R R’ , de repères (0,7), (0,3,3), (0,1,1,k) 


(ou de repères similaires avec toute autre origine A). 


"bn par labijection z=x+iy — M(x,y) de C sur R? 


de 2ÆECAS DES FONCTIONS OÙ DES APPLICATIONS: 
R — R 


@ Fonctions f : 
rs 


x — f(x) 8» h, -.. définies sur un 


À. Egalité 
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domaine commun. 


f = g lorsque f(x) = g(x) pour tout x. 


le Somme : f + g = h telle que h(x) = f(x) + g(x) pour tout x. 


-2 e Produit : fg = h telle que h(x) = f(x)g(x) pour tout x. 


/ 


ç 


u 


e Produit par À réel : Àf est définie par (A£)(x) = Af(x) pour 
tout x. 

+ Composée de fetg:gof=h telle que h(x) = g[f(x)] pour 
tout x. 

è L'ensemble de ces fonctions est noté FR) ou F(R, R) 

e FR) muni de la somme et du produit de fonctions est un 
anneau commutatif unitaire ; on peut créer des sous-ensembles 
qui sont des corps en précisant le type des fonctions du sous- 
ensemble. 

o F(R) muni dela some et de la composition de fonctions pos- 
sēde des sous-ensembles qui sont de anneaux, non comutatifs 
en général, unitaires, (éventuellement, des corps). 

e FR) muni de la somme de fonctions et du produit par À réel 
est un R-espace vectoriel (de dimension infinie) ; on peut 
créer des sous-espaces à l'aide de propriétés particulières des 
fonctions : eR) pour les fonctions continues, € (R) pour 


les fonctions à dérivée première continue, etc... 


3 5 2 3 + 
Fonctions vectorielles de R dans R? ou R? : t — f(t). 

Re eo 
e La somme de fonctions et le produit par À réel conduisent à 


des R-espaces vectoriels (de dimension infinie) notés 
F(R, Rè) ou F(R, R°). 


Applications linéaires d'un espace vectoriel E dans un espace 


vectoriel F. 
e On est conduit à l'ensemble LE,F) et à diverses structures 


rappelées auchapitre 27. 
è Si F = E, de même on obtient LPE) contenant GL (E), lui-même 


P En 2 , yi a$ Z R°) 
contenant O(E) (chapitre 23 si E = R , chapitre 24 si E = F 
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3° - CAS DES SUITES. 


@ L'ensemble des suites u = (u, U,» +t Up? ...) (chapitre 13) 
muni de l'addition terme à terme, et du produit par À réel 
tel que ìu = (Au,, AU, 3. Au ...) est alors un R-espace 
vectoriel (de dimension infinie). 

e On crée des sous-espaces, soit en considérant des suites 
finies (2 termes donnant FR’, 3 termes donnant R’, etc...), 
soit en considérant des suites récurrentes. 

e L'ensemble des suites infinies vérifiant une relation de type 


Us) © AU, + bu, (a et b fixés, ab #0) est un R-espace 


vectoriel de dimension 2, l'étude de l'équation r? =ar+b 


"= conduit à trouver une base. 


AS DES POLYNOMES. 


@ L'ensemble des polynômes "de la variable X", à coefficients 
we réels, est noté Rix1. 

y . 

K ® Rix] muni de la somme (habituelle) et du produit par À réel, 
est un R-espace vectoriel de dimension infinie. 

ba - d . . 

@ On crée des sous-espaces de dimension n+] en considérant 
les polynômes de degré maximum n (polynôme nul compris), une 
base est alors formée de |, X, X?, ..., X” (base canonique). 

@ Les coordonnées de P(X) = a, +a,X+a,X° +a_ X” dans cette 
n 
base sont (a,, 8,5 ds v.., 8); on est ramené au cas des suites 
finies de (n+]) termes. 
Lis e R X] muni : P A 
) [X] ni de la somme et du produit habituels de polynômes, 
est un anneau commutatif unitaire 
| anneau commutatif unitaire, 
e Rix muni í i 
K [x] i des opérations qui en font un espace vectoriel et 


un anneau G> érati 
pérations) a une structure d'algèbre sur R. 
jaiean 
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5° - CAS DES MATRICES 2 X 2. 


@ L'ensemble des matrices de type A = G P à coefficients réels 
est noté MR). 
e M, (R) munide la somme de matrices et du produit par À réel 


est un R-espace vectoriel de dimension 4, de base canonique 


10 0 1 0 0 00 
I -( i Iz = 0 Ar 1; = 1 th 1, -( de 


les coordonnées de A sont alors (a,b,c,d), on peut écrire 

A = al, + al, + cl; + dl,. 

è On crée des sous-espaces de dimension 3, 2 et même | en 
donnant des relations convenables entre a, b, c, d. 

e M,(R) muni de la somme et du produit (lignes par colonnes) 
de matrices, est un anneau unitaire (non commutatif), dont on 


peut créer des sous-ensembles qui sont des corps. 
@ Remarque : avec MR), ensemble des matrices 3 x3, onobtien- 
drait de même un R -espace vectoriel de dimension 9, un anneau 


unitaire, etc... 


h i moneen mm 
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il n y 2 
F „É ESPACES VECTORIELS. ` 
| APPLICATIONS LINEAIRES 


11°- ESPACES ET SOUS-ESPACES (VECTORIELS 


A ¢_Espace vectoriel ‘ensemble E d'éléments x, y, ++ (qu'on peut 


appeler vecteurs) muni d'une addition (interne) et d'un produit 
par les scalaires À, U, ... d'un corps K (produit externe), tels 
f que : +: . ExE — E 
; & A 


K x E E h a EE 
| vérifie pour tous 


(À , x) és © nd 
scalaires et tous vecteurs (en ne de 1x€E) : 
e “distributivité per rapport à l'addition})de K š 
D 
x = (àx) + (ux). ] AN 
e distributivité par rapport à l'addition)de E : y (U KES 
Alx +y) = Qx) + E 
y. x) + (ày). 
æ "associativité", de type Xx) = Ou }x / 
L 
e l'unité 1 de IK est "neutre" ; au sens de : (ik = x, VxEE. f 


le (E,+) est un groupe abélien. 


2. Le produit externe : 


gu 


K Dans E,+), 1 B 
(E,+), le neutre est noté del l'opposé de x est noté -x; 


l'élément nul O de K vérifie 0 x = 0, » VxEE. 


_ Ou espace vectoriel défini à l'aide d'un corps K est appelé 
7 espace vectoriel ; en pratique K = R. 


ve oriel. 
de € : toute partie non vide E' qui, munie 


s mêmes lois 
s que È, a une structure d' espace vectoriel. 


Den pratico, £' est - 
un sous espace vectoriel de E si et seule 


ment si l'on a (outre E' CE et E' 


# Ø), pour tous scalaires À 
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de K et de tous vecteurs x, y de E' 


On dit alors que E' ast stable pour les deux lois. 


© 


e Tout sous-espace de E contient au moins OL. 


è Si E"CE'CEÉ, et si E' est un sous-espace de E, alors 
est un sous-espace de E si et seulement si E" ast sous-« 
de E’. 

o L'intearsection de n sous-espaces de E est un sous-espace 


2°. INDEPENDANCE LINEAIRE, GENERATEURS, BASES, 


2 


O on désigne par 4,9, Lys sess Kys ere des éléments 
par À» Âgs ses pe ere des 


+ Combinaison linéaire d e k vecteurs munis de k coeffi 


teur défini par la formule 


$ Partie génératrice de l'espace vectoriel 


de E, fixés et notés X,, Xy, rs. X. TEIS 


pour tout vecteur v de E, il existe k scal 


vérifiant v = À x, + À,x, F ... ? x 


è On dit alors que la famille des x Age : 


bien que les x; sont des générateurs de 2, 


(3 Indépendance linéaire de k vecteurs : lea kvecieurs «1,43: 
 Á————— MM 
sont linéairement indépendancs, lorsgue la combis son iiics 


nulle ne peut avoir lieu que pour des scalsiresš 


@ X, X, es X, indépendants si ét seulement 
l 2 k 


e On dit alors que les x; étudiés forment uns 
dés au I 


et dans le cas contraire (au moins un 


famille liée (ou un systeme Lie]. 
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ox 
E $ Bases de l'espace vectoriel E : on appelle base (de E) toute famille 


» à la fois génératrice(@t) libre (ou linéairement indépendante), 


ait SRST) 


+. X) est une base si et seulement si tout vec- 


e (x> x 


2° 
teur x de E s'écrit : x = ÀX} + ÀoX2 +... + ÀALX, avec (Aj, 


Ass ou An) unique. 


e Si une base contient k éléments, toute autre base aussi. 


et les scalaires (À,, À,, +--> À k? sont lesConposantéd ou coor- 


E données de x dans cette base DR on préfère en a général réserver 


een me 


le mot coordonnées pour les espaces affines (chapitre 28). 
Dimension d'un espace vectoriel E * nombre entier, noté dimE, 


égal au cardinal d'une base. Par abus, on parle de dimension in- 


finie s'il y a lieu (chapitre 26). PARA PR | 


e Base canonique (ou naturelle) de R” : famille des n éléments 
t, e, = (1,0,...,0), e, = (0,1,...,0), ......, en = (0,0,...,1) 

É où l'on a un seul scalaire égal à 1 par n<uplet, occupant res- 
FécHiyenent la lère place dans e;, la 2ème dans e,, ..., la 
nieme dans ea (et les autres termes sont nuls). 

 @ Si dimE = n (connu d'avance), alors : 


n vect i i 
© eurs de E forment une base si et seulement si ce 


sont des générateurs. — unies snaiaema sonne see mes + 
X 
To. | | 
vecteurs de E forment une base si et seulement si ce 


sont des vecteurs linéairement indépendants. 


O Si Gris mousses xx) est une base, onécritx=A,x, +À,xX, +... + Axe 
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nouveau sous-espace, noté E; + Ez, constitué des vecteurs 


E = x, + X, où x EE, et x,€E,. 


e Si x est donné dans E; + E}, il peut exister (suivant les cas) 


de type 


plusieurs couples (x,,4,) de E, * E, ou un seul (tels que : 
x= Xx + x3). 
* Somme directe de 2 sous-espaces : somme de 2 sous-espaces, mais 
dans le cas : x = x, + x, avec x,€E,, x,CE,, et (x,,x,) unique. 
è La somme directe est notée E, © E, ; dans ce cas, on a : 


+ 
£ NE, = {0; } mais pas nécessairement E, (DE, =E. 


® Sous-espaces supplémentaires de E : E, et E, sont supplémentaires 


(l'un de l'autre) dans E, lorsqu'ils sont des sous-espaces de E, 


et que E est leur somme directe, d'où 2 définitions équivalentes. 


MQ Les sous-espaces E, et E, sont supplémentaires dans E, lorsque 
tout x de E se décompose d'une manière unique en X = X} + x; 
avec x EE,» x EE, 

@) Les sous-espaces E, et E, sont supplémentaires dans E, lorsque 


E NE, = {05} et E, + E, = E. 


Q reprise. Si E = E © E, et si dimE =n : din£,(din£,=n. 


À Exemples. 


e Dans E = R, les seuls sous-espaces sont {0} et R, 


ils sont supplémentaires. 
® Dans E = R°, les sous-espaces sont : {6}, R°, et tou 
vectorielle de R? (ensemble des \u: ù fixé non nul, | 
R). 
Les supplémentaires sont {Ô} er R? d'une pare, ét d'autr 
toute paire de droites vectorielles distinctes. 


3 {10} "à ite 
e Dans E = R°, les sous-espaces sont : {0}, R+, toute droi 


z 3 5 | D pe tra des 
vectorielle de R , et tout plan vectoriel de R` (ensemble des 
> t apa 
Au tuv: u et M fixés non nuls ni colinéaires, {A;u) par 
2 
court" R5). 
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Les supplémentaires sont {0} et R? d'une part, et d'autre part 
toute paire formée d'un plan vectoriel et d'une droite vecto- 
rielle non contenue dans le plan vectoriel. 

è Dans E = R°’, 2 plans vectoriels distincts ont pour somme R;, 
cette somme n'est pas directe ; tandis que pour un plan et une 
droite non contenue dans ce plan, la somme est R° et elle est 


PAPE EE ENT 


ë L directe. 


-— De plus, 3 droites vectorielles distinctes et non liées ont une 


somme directe (généralisée) égale à R’. 
4° -CAS GENERAL D APPLICATIONS. LINEAIRES.. 2 


LI Données : 2 espaces vectoriels E et E (sur le même corps R) d'élé- 
$ de g 


re E — F 


x — f(x) 


+ Te ch > `. 
ments nuls 0 et Opet une application f : 


ne: f est linéaire lorsqu'elle vérifie, pour tous vec- 
eurs x, y de E et tous scalaires À, l'égalité suivante dans F: 
f(àx+y) = Af(x) + f(y). 


ui en font un R-espace vectoriel. 


f i f est linéaire et bijective (de E sur F), fest appelée iso- 


! sur Æ). 


A = r P 
L ensemble des isomorphismes de E sur F n'est pas nécessaire- 
ment un sous-espace de LE,F). 


: si FEZX(E,F), le noyau de f, noté Kerf, est l'ensemble 


= —+ 
Met de Oz, [er £ = {xEE/f(x) = 07) 


On eut aussi 1 -17> j P 
Ep à e noter f (Op), “image réciproque" de D, dans E- 


Ker f est un Sous-espace de E, 
£ injective <> Ker f = {0p} 
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bima e f si fE P(E,F), l'image de f, notée Imf, est l'ensemble des 


transformés des x de E, [rm £= {yEF/y = f(x), VxEE} 


On peut aussi la noter f(E), image de E par f. 


Si f(linéaire) transforme une base (e,, e,, ..., e ) de E en 
f£(e;);, fez), oe. £ (ea) (éléments de F), on a : 

1. f injective <(f(e,), fe,), ..., E(e,)) famillelibredeF. 
24 f surjective <> f(e), f(e,), -.., Eep) générateurs de F. 


3. f bijective <> (f(e), E(e,), -.., E(e.)) base de F. 


Si f est linéaire et si dimE = n, ae > 7 z 


dim(Im f) = n- dim(Ker f) 


Si dimE = dimF (et si f est linéaire), alors : 


f injective <>f surjective <> Ê bijective. 
ue 


£ 5° - ENDOMORPHISMES, AUTOMORPHISMES. 


EF > PO Tr Ea -TP dans E. 
* Endomorphisme : application linéaire d'un espace vectoriel E dans 
@ Z) désigne l'ensemble des endomorphismes de E. 

as ša taek appele 
e Si un endomorphisme f est bijectif (de E sur E), Fest appeie 
automorphisme de E, et fl est aussi un automorphisme de È, 


l'ensemble des automorphismes de E est noté GL(E). 


= 5 valables. 
adaptées au cas actuel en posant F = E, restent valables 
F), est dë- 


e De plus, la composition 0, non définie dans PE: 


stat j 
finie dans (E) ; (.#(E),+,0) est un anneau unitaire (d ' 
if (fog # gof) appelé 


l'unité 


Idg , application identique), non commutat 
l'anneau (E). 


s een de Ë 
AE 2 ať a čajre óe be 
e (GL(E) ,0) est un groupe non abélien, appelé groupe lineal! 


Scanné avec CamScanner 


204 


e Dans l'anneau Ÿ(E), fof est notée f?, et dans le cas. géné- 


ral : {of = f" (ne pas confondre f? avec f xf, non défini). 


C2 Noyau, image, théorèmes dimensionnels s'adaptent du paragraphe pré- 


cédent au cas actuel, en posant F = E. 


È Invariants : si fE.P(E), on appelle invariant de f (ou par f) 
nd 


l tout élément x de E tel que f(x) = x. 


e L'ensemble des invariants de f est Ker(f- Idg)» d'aprēs les éga- 
lités équivalentes : f(x) = x, f(x) = Id, (x), f(x) - Id, (x) = Op 
(£ - Idp) (x) = Op- 
K Exemples d'endomorphismes et d'automorphismes. 
Ż e Projection sur E, parallèlement à E,, notée pr}: 
+ On suppose E, et E, supplémentaires dans E, on sait que tout 
x de E se décompose en x = x, + x,, XJEE,, X€E,, d'une ma- 


nière unique ; on définit pr; par : 


E — E; . 
peer » 8: PE #0)| 


` 
+ De même la projection sur E, parallèlement à Es 
E — E, 


Pr à | PTE Gun, » mat pr,e @)| 


pr 


* On a: Kerpr; = E2, Impr, = E, 


se | l'ensemble des invariants de Pr, est E;, et propr; = pri: 


Z o Homothétie (vectorielle) de rapport À non nul, notée h) 
E | E — E 
À x — h, (x) sig + maz hE cL(E) | 
| ASi À = 1], h; est l'identité Id, 3 Si À = -], h_, est fa sy” 
métrie centrale, ou - Id | 


E’ 


a > h Ghi = = 
À hoh) Biji » la composition d'homothéties (de rap- 


3 
_ ports a nuls) revient au produit de leurs rapports, 


lo (h) = Fe (pour À # 0). 


+ 
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. h} of = foh, r h) "commute" avec tout élément de Le. 


2y 3 ö Involution (vectorielle) f : définie par fof = ld, ou f = 
une involution est donc un automorphisme, FEGL(E)). 
e Si f est une involution, f est la symétrie par rapport à 


$ KS E, = Ker(£- Id,) , parallèlement à E, = Ker(f +Id,). 


ES * Preuve succincte : si E, et E, sont supplémentaires dans E, 
iy: la symétrie par rapport à E, parallèlement à E, est définie 

2 3 3 D à 
comme dans le cas de R ou R ,; et notée s} ; on peut écrire : 


8, = Pr, Pro Si © 2pr; ide ; Sı = Id, -2pr, t g1 fof = Id, 


1 
on vérifie immédiatement : Ker(£ - Id;) et Ker(£ + Idz) supplé- 
mentaires, on les note respectivement E] et E,, et on obtient 


f=s, 


"T ESPACES EUCLIDIENS, AUTRES ENDOMORPHISMES. 


roduit AA Your le R-espace vectoriel E : 
une Ex E — R 


application à : (y) — 05 vérifiant les 


axiomes suivants. 


1. Symétrie : (x,y) = ġ(y,x) pour tous vecteurs x,y. 


es À 
2. Bilinéarité : pour tous vecteurs x, x', y, y' et tous scalaires ^ 


terme, o(Ax+x",y) = À0(x,y) +0(x',y) 


linéarité par rapport auf 
1) = 0x, 9) + 20603") 


linéarité par rapport a23) terme, D(x,Ày +y 


— nie = 0. 
3. Positivité : p(x,x) >0, et seul x = Op vérifie d(x,X) 


x°y au lieu de ġ(x,y); d 


k Produit scalaire euclidien : noté 
x P) de x sur la 


fini à partir des composantes (X,, X2) +? 
base canonique de R° (de même pour y), par : 
K°Y = Xy + Xayz + eee + XnŸÿn 


Res" ire" du vecteur, 
Norme d'un vecteur : 


à notée [xl , IIxll = 9x) : 


i é n é ala 
racine carrée du "carrè sc 
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étés > déduites de celles du produit scalaire et de VY, 


a e ||x|| >0 , seul x = o. vérifie ||x]| = 0. 
P e |ix+y| < [xl + Iyl] > laxi} = à] lxil 
ia K Norme euclidienne : ||x|| = ”x°x , ou aussi (en base canonique) 


llel = Aag + 


e Orthogonalité : 2 vecteurs non nuls x et y sont orthogonaux, 
et on écrit si y, lorsque x*y = 0. 

La base canonique de R?” est orthonormée, ce qui signifie : 
chaque vecteur e; est orthogonal aux autres vecteurs EA de 


cette base, et sa norme est 1. 


 Endomorphismes particuliers : le R-espace vectoriel E est sup- 


Dans l'espace euclidien E, on sait reconnaître si 2 vecteurs 
| non nuls sont orthogonaux @ly<>x-y=0), et si deux sous= 
a ce de 

spaces sont orthogonaux (tout vecteur de l'un est orthogonal 


tout vecteur de l'autre), etc... 


isme orthogonal ou isométrie vectorielle : élément f 
LCE) tel que £G)-f(y) = x-y pour tous vecteurs x, ydeE; 
(on dit que l'isométrie conserve le produit scalaire). 

Une isométrie conserve la norme : pour y = x, on obtient : 
GIE = (ixl, d'où [GI = Ixl. 

Les isométries vectorielles sont : les rotations (vectoriel- 
es), les symétries orthogonales (vectorielles), la symétrie 


entrale, et leurs composées. 


© Une homothétie h, vérifie Axey = A? (x+y), et [lAxi| = JA Ixll, 


; ; 
n'est pas une isométrie en général. 
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CHAPITRE 28 


ESPACES AFFINES, 
APPLICATIONS AFFINES. 


; Spa ze affine ‘ensemble © d'éléments M, P, Q,... (qu'on peut appe- 


ler points), construit à partir d'un espace vectoriel directeur È 


LP Live) de sean. EE —E , 
à l'aide d'une loi externe (additive) de schéma +: Pere 
vérifiant pour tous vecteurs U, V, ... et tous points P, Q, 


> + - + a =v N 
1. P+ (u+v) = (P+u) +v et), P+0, =P. 


2. Quels que soient P et Q, il existe v tel que Q=? +v. 


3. Pour tout point P, seul v = 0 vérifie P= P? +v. 


O Interprétation 


-I É x = 
e L'écriture Q = P + u conduit 3Q-P-=u, qu'on 


nm 


i écé it correspondre au vecteu 
donc la loi précédente fait p 


ze, S 
point P, le point Q tel que PQ = u. 
affine comme une représentation 


e On peut considérer l'espace 


i s bipoints : fois un ler point 
de l'espace vectoriel par des bipoints : une Iois un ier ; 


4 ä i 3 dé- 
P choisi comme origine d'un vecteur u, le 2ēme point Q est de 
— -> + 
terminé par PQ = u (ou Q=P+u). 


ns 3 s bipoints 
è On peut même fixer une origine commune O à rous les bipoints 


+ + PA : à formë 
alors où = u (ou M=0 +u) définit le point M comme trans 
‘à ‘espace affine 
de O par la translation Ty : de cette maniere, l'espace 
ar des points 


est une représentation de l'espace vectoriel p 
M). 


. e EA i i Ë 
(mais on ne doit pas confondre vecteur u èl poin 


K Cas usuels 
e Les espaces R, R, R? sont 


notés de la même manière Comme 
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espaces vectoriels ou espaces affines, mais c'est dans le cas 

affine qu'ils sont utilisés en pratique (architecture, dessin 

industriel, technologie des machines, ...).…… 

D 4 Sous-espace affine de Z: sons=ensenble ë* des points M de 6 tels 
que, le point A étant fixé, M = À + ù où u parcourt un sous- 


espace vectoriel E' de l'espace directeur E. 


obtenues en "transposant" les propriétés vecto- 


pen -~ 


rielles au cas affine ; on rappelle les principales”: 
pe e L'intersection de 2 sous-espaces affines de 6 est un sous- 
espace affine de E, son espace (vectoriel) directeur est l'in- 
tersection des 2 sous-espaces directeurs correspondants. 
e Deux sous-espaces affines sont supplémentaires dans E lors- 
que leurs espaces directeurs sont des sous-espaces (vectoriels) 
supplémentaires dans E. 
e De même pour orthogonaux, lorsque l'orthogonalité est définie 


dans l'espace vectoriel. 


+ Parallélisme : 2 sous-espaces affines sont parallèles, lors- 
qu'ils ont même espace (vectoriel) directeur, (exemples : 2 
droites parallèles, 2 plans parallèles). 

© Plus généralement, 2 sous-espaces affines sont parallèles 
lorsqu'un des espaces directeurs est inclus dans l'autre, 
(exemple : droite parallèle à un aa A 

e On note le parallélisme par le symbole //, on admet en géné- 
ral que le parallélisme est "au sens large!" : les 2 sous- 
espaces affines peuvent avoir une intersectibn vide, ou bien 
être confondus ou contenus l'un dans l'autre, 


Exemples | : 


le lecteur adaptera les exemples ‘'vectoriels" du 
3e 
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j Dimen gion : si É est un espace affine, d'espace vectoriel direc- 


teur E, la dimension de 6, notée dim 6, est définie par : 
l dimé = dimE. 


Re pères, d'un espace affine 
. — > — r z P 
(soite,,e,, --., en) une base de l'espace vectoriel directeur 
E (on suppose dimE= n), on considère un point fixé de 6, noté 


= Ea E + = = 
O et appelé origine de , et les n vecteurs OA,, 0A,, ..., OA 
+ =y ah: n 


respectivement égaux à e es. ee 


1° 
Le point O et les n vecteurs Le =e;) constituent un 
Le = 


egs ee. RE 


repēre de 6, désigné par (0 ; 


e, 


tout point M de É est défini par ses coordonnées 


dans un tel repère ; ces coordonnées (X, Xp, +--> x) sont res- 


pectivement égales aux composantes dans la base (e,,..., €) 
+ > + + : 
du vecteur u correspondant (0M=u ou M=0 +u), et dans tout 


repère d'origine 0, O a pour coordonnées (0,0,..., 0). 


_ À Données : 2 espaces affines 6, F a' espaces vectoriels directeurs 


p — F 


E, F sur un même corps K, et une application f : M — fM) 


Aas FM 
C] Conventions : pour clarifier certaines formules, © oe desiEnrnA ED 


par M', f(P) par P', etc... ; de plus, on notera(£) une a i 


linéaire E dans F, pour ne pas confondre avec Ê affinede 6 dans F: 


ont: f est affine lorsqu'il existe une application linê- 
pour 


h Definit 


aire f ‘(entre les espaces vectoriels directeurs) vérifiant, 


tous points M, P, ... 
f(P) = EM) + É (MP) ou M'P' = GP). 
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+ , n” i 

e f est appelée partie linéaire de f, ou application linéaire 
S -+ > CE - 

fe PE,F). 


RENTE x ~ 
T Q Propriétés. 


e La donnée d'un point A et de son transformé f(A) = A' ainsi 


associée à f, et on a : 


que de 1' application linéaire Ë, définit une application affine 
f (dont $ est la partie linéaire). mediaanin d 

Es 
= f(A) + E (AB) par 


a Preuve : tout point P a pour transformé f(P) 


définition, donc f est définie. 
- - : a : - . 
e f injective <>f injective, 
Es 
f surjective <>f surjective, 
.. . sk :. -. 
f bijective <>f bijective. 
[ esi, est un sous-espace affine, de sous-espace vectoriel di- 


pte Es E) est un sous-espace affine et ÊE, J est son 


G (donc F =E) 


nétinieons propriétés précédentes restent valables ; main- 
nant FELE), on a de plus : 


ETCEN Na NA 
sis et g (affines) ont pour parties linéaires À et $, alors : 


est affine et sa partie linéaire est Z oË, 


Si £ (affine) est bijective, gp 
gi 
Be. Minéaire est f`’, 


est affine et bijective, 


our chaque endomorphisme È, une application affine correspon- 


1iommée et définie d'une manière similaire ; ainsi : 
omothétie vectorielle correspond à homothétie affine, de même 


+ 3 
ur les projections, involutions (fof = =Idy), smétries, ! io- 


a etc..., - es 
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PACES EUCLIDIENS, AUTRES APPLICATIONS AFFINES 


MERTE t . qe 
péf {nitiôn*: un espace affine 6 est euclidien lorsque son espace 
= 4 
vectoriel directeur E est euclidien. "x 


Dore PATTES 
ÿ Conséqu 


+ . . 
teurs de type PQ de 6 comme il agit sur les vecteurs correspon- 


ces A le produit scalaire (euclidien) agit sur les vec- 


> > pa 
dants de E(u =PQ), de même pour la norme. 


si dans R? (repère orthonormé) on a les points 
: AČ = (-2,-3) 


À Exemples : 


AG,2), BG, CC-I,-1), D Ci me ón obtient 


d' A AG H de même BD = (z à 
+ AC-ED = -2-2 + (-3)1 = 2. 
AËII = V2 DE +(-3)7 = 13, ou aussi d(A,C) = 13. 


(euciidienne) : la distance de 2 points P et Q de é, 
porée d(P,Q), est définie par : 


a(P,0) = ||PAll 


où la norme est euclidienne. 


rs + = p zfin 
e Si (0, y». € )est un repère orthonorm de 6,P est défini 
n 


.., *X_), de même on a 
n 


— — 
e, +..-+ x e ou par P(X., 
nn 


1 
QG, sx), eton obtient : 


— 
par OP = x, _ 
+ (x -x!)*. 

nn 


d(P,Q) = (x)? cr 


3 ares : : i i st une isométrie 
e Isométries affines : l'application affine f est 


i i ‘où f e : 
lorsqu'elle conserve la distance, d'où la formul 


N |£ isométrie affine <> d[E@),E Q] = 4: 9- 


27. 
ke lecteur adaptera les résultats de la fin du chapitre 


lui- 
pour étudier une application affine £ de & dans lu 


ariantsS: 


u Conseil $ 
i même, il est très utile de rechercher d'abord les inv 
(points M tels que M=f(M)). Une translation p'apas 


iants 
invariants, mais la répartition des points invar 
) fournit des PF 


de points 
dans les 


écisions 


x 


autres cas (l point, une droite, etc... 


re É. 
que l'on peut compléter à l'aide de la partie linéai 
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